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NOUVELLE MÉTHODE 

POUR LA RÉSOLUTION 

DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D'UN DEGRÉ QUELCONQUE; 



D'après laquelle tofit le calcul ex^é pour cette Ràolutùm 
te réduit à Pemploi des deux premièret régies de V^rUh- 
ntéligue! 

FAR F. D. BUdIn , D. M. P.. 



«Oapant r»g— ta-ee poiMeiiMi Uflo» imporUBt de tboie l'AntljK. 

t eoDTietidroit d« dnoncr dani rAridmiAiqBe, In rtglc» de b R^Kluion itt 

■ ÈnjutàoBâ iaa>Mqaet, umf k iqtroj w : t PAlg^kv U âteonMraiTonde mIIm 
» ^ d^poitet da la tÛraie gfafrule d«« Équtiou [ livité de la RÎitoliaion 
» Jeë Equ4tmu awméri^u»* de tout Utdegrét, ^r J. L. LÀOUnlj J>f*W 

■ Ai mAm «M«W on* foo/at nonM^ ] ■■ 



A PARIS, 

Chez CoORGlBRj Imprimeur-Libraire pour les Mathématiqnet, 
qmai des Angiutins, n* S/. 

AHMiE i8o«. 
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A L'EMPEREUR ET ROI. 



Sire, 



TjLiaa» que In Muses qui prëaideot à la Poésie 
et t l'Éloquence s'empressent , à l'envi , d'ofiiir leurs 
tributs à VoTKS MAJESTi, la Muse des Hautes Sciences 
pourroit-éDe dcBcnier en retard ? Les Sciences et les 
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Arts doirent lorfout ][hojnio|affe dt Itfitfsd&oi^ertas 1 
un Prince qui joint an pouvoir de les protéger, l*avan» 
tage d'être , par ses vastes connoissances , uii juste 
appréciateur de leurs progrès. 

Vous le savez , SIBE f les inventions dans PAaalyse 
algébrique sont des phéDomënes assez rares. Peut-être 
aussi VoTiLB Majesté jugera- 1- elle que la Méthode 
que j'ai eu le bonheur de découvrir , n'est pas sans 
quelque utilité. Quels résultats , en effet , n'a-t-on pas 
droit d'en attendre dans ces recherches physico-mathé- 
matîques , où l'on est conduit à des équations d'un degré 
taat soit peu élevé , qui jusqu'à ce jour déconcertoient 
les plus savaus calculateurs., et dont la résolution , par 
la nouvelle Méthode , sera désormais l'ouvrage des . 
erithméticieua les moins versés dans les profondeurs 
de la Science. 

Far ce double motif, j'ose espérer que V. M. da£< 
gnera me permettre de Lui dédier ce produit d'une 
longue méditation. 

Je suis, avec le plus profond respect. 



SIRE, 

DE VOTRE MAJESTÉ 



£0 tfès-hûpAIe , trh-obiUtant 
tt très-^te Sujet , ■ 
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AVANT-PROPOS. 

KJmt Oarrage traite d'une matière sur laquelle m «ont 
ei^eroés les pins célèbres Analystçs » depuis Viète jusqu'à 
BX. ^grange ; c'es^à-dire , depuis lepremier &ge de l'^gbbre 
jusqu'à nos jours. 

Avant les écrits de M. Lagrange sur la résolntioB des 
équations numériques , les travaux multipliés de ses prédé- 
cesseurs n'avoient abouti qu'à des méthodes incertaines , 
et rd>utantes dans la pratique- Celle qu'il a publiée est 
^cempte d'incertitude , mais on conrient généralement qn« 
la pratique en est encore asses rebutante. Elle ne permet* 
troit certainement pas de remplir le Toeu de. cet illustra 
Géomètre , qui Tondroit qu'on enseignât , dans l'Arithmétique 
même , les règles de la résolution des équations numéHqœs. 

C'est donc pour nous conFormer à son désir que nous aroas 
cherché une méthode d'une théorie plus simple , mû fôt 
en même temps sûfè' el^raîmentne>*u*^ suaceptîVle) en 
nn mot , d'être pratiquée par les commençans eux-mêmes. 
Cette méthode «impie et facile, nous sommes parrenus à la 
. déçouTrir ; et nous avons ainsi couronné assez heureuse 
ment , ce semble , les travaux de deux siècles sur cet objet. 

Il a paru convenaUe de .présenter .d'Abor4;. une, histoire 
ahrégée de ces travaux : on pourra , d'après cette notice , 
juger de l'importance attachée par les plus grands Géomètrea, 
au problême de la résolution des équations numériques. 

Kous donnons ensuite un algorithme qui fait tronrer , 
par de simples additions et soustractions , tous les termes 
des transformées en (« — i ), (2!~a),etc. , d'une équation 
donnée en x. Cet algorithme a reçu , le 33 mai iBçH , l'appro- 
bation, de la première Classe de l'Institut. 
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Puis ^ après ftToîr rappelé direnes notions fournies par 
l'Algèbre , concernant lai équations nnmèriques , nous ex- 
posons snccesiiTement les trois parties dont se compose la 
nouvelle Méthode. Nous faisons Tolr quels sont les cas 
dans lesquels la première partie suffit toute seule à la 
résolution de l'équation j quels sMit ceux dans lesquels il 
faut joindre la seconde k la première ; et dans quels cas , 
enfin , l'on est obligé de recourir à la troisième pour dé- 
cflUTrir les limites des racines i&commensurabl«s. Cette 
dernière partie sert aussi à «pproc&er , jusqu'à telle décimale 
qu'on voudra , de la valeur exacte des racines dont on a 
déjà des limites. 

Cet écrit est terminé par des Notes contenant des détails 
qui nous ont paru d'une assez grande importance pour 
nous bire désirer qu'elles soient lues avçc la même attention 
que le corps de l'Ouvrage. 

La première partie de notre Méthode a obtenu , le 3i oc- 
tobre i8o3, l'approbation de la première Classe de l'Institut , 
qui a reconnu ,, dans ce nouveau procédé- une Méchode 
généruie y directe et sûre y pour résoudre une équation 
numérique , dans les cas où l'on sait que toutes ses racines 
sont réelles. Des circonstances particulières ont empêché 
de présenter à cette même Classe la' suite de notre travail ; 
mais nous ne craignons pas d'avancer que les deux autrea 
' parties complètent l'entntge eommencé danaia^emlèré. 
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ERRATA. 

Pag« 3o , imiNdernière et dflnùèn lignes , 

aulisade. . , i^- s4~'4~'i 
i + ia+35 + a3, 

mettez 1+ 9+^0 — 1 

i+ia + 4i+a9. 
Page 3S , lig. 4 en remontant , au lieu de .... . plot de permanenct , 

permanences. 
Page Sg , lig. i3, an lien de +6 — la, mettez 4-62;— ts. 
Page 44 > l>g°' 3 j <i<^ ^^^ de -~ o , mettez = o. 
Page 45 ■ lijpe 4 > *u ^Bo de 2< , mettez x. 
Page 47 1 ligne i5 , au lien de n'est pas , mettez est. 

fhid. , ligne 3 en remontant , an lieu de — , mettez af". 

Page 48 , ligne g , an lien de j— — ^ , mettez , t T à-iV 
Page 54 1 ligne 7 , au lien de valeurs , mettez racines. 
Page 56 , li^e 4 > >a lieu de enA^e et 1 , mettez enJFe zéro et 1 . 
Page 65 , ligne 8 , an lieu de •£- , mettez ■^. 

Jbid. , ligne 17 > «Q lien de p*, mettez p<'}. 
Page 66 , ligne 3 , avant A»^x , mettez -{-. 
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NOUVELLE MÉTHODE 

PODR LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D'UN DEGRÉ QUELCONQUE. 
CHAPITRE PREMIER. 

fïiston^ ahrégée de» tnafàux eair^rù tur cette matière- 
pendant Us deux àemiera tièeles* 

!• Lb problême de la Késolutlon des Ëqnafîons numé- 
riques peut être r^;ardé, suivant Fillustre successeur 
d*Eulér, comme le point le plus important de toute 
TAnalyse. La raison qu'il en donne est que la solution 
de tout problème déterminé conduit à une ou phisieuté 
équations numériques , c'est-à-dire , dont lés coeffîciens 
sont -dpnUés en nombres; ^è tout le calcul qu'on a 
fiiit est en pure perte , si l'on n^ pas les moyens de 
résoudre txs équations; que dès le troisième degré 
l'expression algânîque des tacines est insuffisante pour 
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fiiîre connoitre, dans tous les cas, leur valeur numé- 
rique.; qu'à plus forte raûoa le seroit-ellç, si on parv^ 
noît ei^ïi. à. VoJbtenir pouE les équaiions des degré* 
supérieiu^ j et qu'on seroit toujours forcé de recourir 
à d'autres moyens pour déterminer, en nombres, les 
valeurs des racines ■ d'une équation 'donnée; détermina- 
tion qui est , en dernier résultat, l'objet de tous les pro- 
blèmes que letbesoin ou la curiosité offimit & résoudre. 
[Séances des Ecoles Normales , tom. 3, p. 463, 476.] 

2. Indépendamment d'une autorité aussi grave sur ce 
point, l'importance de ce problème est assez démontrée 
par les efforts multipliés d'un grand nombre d'analystes 
célèbres des xvii' et xvili' siècles , pour obtenir une 
méthode générale , directe et sûre , propre à faire dé- 
couvrir toutes tes racines réelles d'une équation numé- 
rique donnée.' Nous allons présenter une légère esquisse 
des travaux de ces analystes, en prenant pour guide 
l'illustre auteur d«îjA cité. 

3. Viète qui, le premier, s'occupa de la résolution 
des équations numériques d'un degré quelconque , y 
employa des op^^tions analognes à celles qui servent & 
extraire le? racines des nombres. Harriot, Ougtred, etc., 
«nt essayé de.£tciliter la pratique de sa méthode^* Mai? 
» la multitude des opérations qu'elle demande , et l'incer* 
» titude du succès - dans un grand nombre de cas , l'ont 
» fait abandonner entièrement, avantlafinduXVii* siècle». 
[De la Résolutîoft des J^quatùms Toanériques y par 
M. Lagran^ ,• pag. s,] . 

. 4. I4 ip!étho4e de Nqwtpn a succédé à celle de Viète, 
Ce n'est proprmnei^t qu^me métbode d'approximation. 
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qui suppose {|u*on conrtott déjà la racine cherchée, k 
tine quantité près , moindre que le dixième de cette 
racine, c Elle ne Sef t , comme on voit,, que pour les 
» équations numériques qui sont déjà à-peu-pr^ résolues ; 
» de plus , elle n'est pas toujours sûre ; elle a encore Tin- 
» conyénient de ne donner que des valeurs approchées 
» des racines mêmes qui peuvent être exprimées exacte- 
«ment en nombres, et de laisser en doute si elles sont 
» commensnrables ou non ». [ De la Résolution des 
Equations numériques , p. 3- ] 

5. La méthode que Daniel Beraoulli a déduite de la 
considération des séries récurrentes, et qu'Euler a exposée 
dans son Introduction à l'Analyse infinitésimale , n'offre 
aussi qu'un moyen d'approximation. « Cette méthode 
• et celle de Newton, quoique fondées sur des principe^ 
» différens, reviennent à-peu-près au même, dans le fond, 
u et donnent des résultats semblables ». [De la Résolu'- 
iion etc. , p. 1 52. j 

6. Ce fut Hudde qui trouva qu'en multipliant chaque 
terme d'une équation donnée par l'exposant de Fin- 
connue , et en égalant le produit total à zéro , on ob- 
tient une équation qui renferme les conditions de l'égalité 
des racines de la proposée. Rolle, de l'Académie des 
Sciences, découvrit ensuite que les racines de l'équation 
ainsi formée sont les limites de celles de l'équation 
proposée. Ce principe est la base dé sa méthode des 
Cascades , publiée d'abord sans démonstration , dans 
son Traité d*Algèbre en i6go. Cette méthode a été 
ainsi nommée^ parcequ'elle fait dépendre la détermina- 
tion dès limites de chactme des racines de l*équatio« 
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proposée ,â.e la réfiolution de âàSêrent^ , équatîotu 
succesâves , qui vont toujours en baissant d'un degré. 
« La longueur des.caictiîs que cette méthode demandent 
» et rîDcertito^ qui naît des racines imaginaires , Tont 
»&it atwidonner depuis longtemps» [De la Résolu' 
ù'oTif etc. p. 166 ]. Rolle , dans ce même Traité d'Al- 
gèbre, assigne pour limite de la plus grande vàkmt 
de rinconuue, le plus grand coefficient négatif de l'équa- 
tion , augmenté d'une unité ; le coefficient du premier 
terme étant i, 

7. La méthode de Stirling, pour détwmioer Ifi nomlwe 
et les limites des racines réelles du troisième et du qua-. 
trième degré, a été généralisée depuis par Ëuler, dans 
son Traité du Calcul différentiel. « £)lle revient daoe le 
» fond i celle de Rolle». {Z>e la Résolution etc., p. 166.J. 

6. En 1747, le célèbre Fontaine donna, sans dé- 
monstration, une nouvelle méthode. Je la ^nne, disoitiôl^ 
pour Fimqix^e ■e^^^^lmm^.^mm^JkÊm^itm^m^ mutûfiT-, 
ment -depuis Vorigine de r Algèbre. Cette méthode sup- 
pose que l'on peut toujours, par la substitution dea 
nombres 1,3, 3, etc., an lieu de l'inconnue, dans les 
équations qu'elle emploie, trouver deux nombres qui 
donnent deux résultats de signes différens : « ce qui n'a 
» lieu , dit M. Lagrange , qu'autant que ces équations 
» ont des racines positives , dont la moindre différence^ 
©est plus grande que l'unité ;{oUj pour parler, plus. 
» çxactement, ^*auiant qu'Hy a de ces racines qui ^ 
' sontpas comprises f en nombre pair,^utrê ^euiatttOm&res 
n entiers consécutifs). D'après cette considération , il est 
», facile de trouver des exemples où U jnéôiode de Fon- 
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* taiàe est en âé&ut ». [D0 la BJsoUMon etc., p. 162.] 
.9. Ce déiàut avoit lieu également dans toute méthode 
qui emploie les substitutions pour dëtaminer les limites 
des racines réelles et inégales d'une équation numé- 
rique, lorsque M. Lagrange publia, dans les Mémoires 
de TAcadémie de Berlin pour Tannée 1767, un nou- 
veau procédé , le seul jusqu'ici qui ait offert urt 
moyen' direct et sûr d'obtenir cette détermination. Soif 
Mémoire contenoit aussi utte méthode pour approcher )- 
autant qu'on vent et en employant l'expression la jdus^ 
simple, de la valeur exacte d'une racine, lorsque l'oa 
connoit le plus grand nombre entier compris dans cette- 
THleur. - 

Le procédé dÛ à M. Lagrange, consiste à substituer 
successivement, à la place de l'inconnue, dans Téquatioa 
débarrassée des racines égales qu^elle peut avoir, les 
termes c^une progression arithmétique o, D, aD^SD, etc.> 
dont' la diflUreucc jC7 ouït uiuîndrc qnH In pins petite 
difE^rence des diverses racines de cette équation. La 
grande difficulté était de trouver ce nombre Z?: le 
génie fécond de Tillastre géomètre lui fournit trois 
manières d*y parvenir. 

10. La première, qu'il proposa en X767, exige le 
calcul de l'équation qui a pour racines les différences 
entre les racines de l'équation proposée. « Mai», dit 
» M. Lagrange , pour peu que le degré de Téquatrôn 
» proposée soit élevé , celui de Tiiquatîon des différences 
9 monte si haut , qu'on est effrayé de la . longueur du 
s calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous ]e# 
9 termes de cette équation j. puisque le degré de h pre- 
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» posée ëtant m, on a — ^-— — - coefficient à calculer. 

■ [ Par exemple f .pour une équation du dixième degré,. 
» la transfiTmée serait Mu quarante-cinquième ], 

» Comme cet inconréoieiit pouvdît rendre la mé- 
* thode générale presque impraticable dans les degrés 
» un peu élevés , je me suis longtemps occupé des 
a moyens de l'affranchir de la recherche de Téquation 
» des différences , et j'ai reconnu en effet que , sans cal- 
» culer entièrement cette équation , on pouvoit néan- 
» moins trouver une limite moindre que la plus petite 
» de ses racines j ce qui est le but principal, du calcul de 
» cette même équation ». [ De la Résolution etc. , p. 1 24. } 

XI. Ia seconde manière de trouver le nombre D est 
consignée dans les leçons que Tauteur donna aux Ecoles 
Normales , en 179$. Elle demande le calcul d'une équa* 
tion du même degré i^e la proposée, ayant pour ses 
racines les ctlff^K-eoics valeurs aoac est susceptible Je 
coefficient Y de Tavant-dernier terme d'une équation 
en {^x—a^ ; a étant une racine réelle quelconque delà 
propoiée , dont x est l'inconnue. <t Mais cette équation 
»en Yj dit M. Lagrange, peut encore être fort longue 
» i calculer , soit qu'on la déduise de l'élimiDation , soit 
» qu'on veuille la chercher directement par la nature 
» même de ses racines ». [ De la Résolution etc. , p. 1 27. ] 

X %. Ce coefficient Y^ étant une fonction de :r , l'auteur 
a Ëtît depuis réflexion qu'on pouvoit toujours éliminer 
l'inconnue x du produit du polynôme Y y multiplié par 
%i polynôme € ^ côefficiens indéterminés , procédant 
sdCvant les puissances m— i, m-*-3, etc., de ar; en 
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fiiUant dîsparoitre du produit Y^, au moyen de la pro- 
posée ^ toutes lea puissances de x plu& hautes que a:''*~* >- 
puis égalant à o chacun des multiplicateurs de ^^ ce 
qui donne la valeur des coeffîciens indétermlnét4e €, et 
réduit le produit Y^ à son terme tout connu repré- 

K 

sente par K, d'où y=^. Par suite de ces opérations, 

les coeffîciens de Téquation inverse de celle aux diffé- 
rences, qui ëtoient divisés par Y, ne sont plus affectés 
que d'un diviseur ■ indépendant de :r , et' la recherche 
d& JD en devient moins pénible. Ce troisième procédé , 
publié en 179S , est moins rebutant que les deux autres , 
néanmoins son auteur reconnoît qu'îlpettt entraîner dans 
des calculs assez longs. [De la Résolution etc., p. 223« J 
i3. « Le nombre D [ trouvé â^une de ces trois manièrvs} 
» pourra être souvent beaucoup plus petit qu'il ne seroit ' 
»■ né^eiMire pour iàire'décpuyrïr-toutcs les racines; mais, 
» dit'M.Xiâgraage,iln j aàceïa d'^uuu luconv^nîpnt que 
ff d'augmenter le nombre, des substitutions successives à 
» faire pour a: dans îa proposée » [ Séances des Ecoles 
Tformales , tome 3 , p. 466 ]. Cet inconvénient paroît 
encore assez grave dans la pratique , car il peut , en cer- 
tains cas, donner lieu h des miUiers, et même, à un 
nombre indéfiniment plus grand, d'opérations superflues. 
Du reste , l'auteur l'a considérablement diminjié , en 
donnant le moyen d'opérer, par de simpl^ additions et 
soustractions, les substitutions cle nombres entiers qui 
suivent celles des m premiers nombres i,'3, 3, etc., 
dans une équation du degré m. . 
...14. U semble donc que la médiode de la limite de la 
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plus petite difi<freace des racûléS, qui d'aflleun porte 
Fempreinte du génie d»«>n immortel auteur, ne réponde 
pas, en tout poiai, à Tobjet qu'il s'est proposé, qui est 
de « détanniner les premières Talenrs à substituer 
» pour X, desorte que, d'un côté, on rie fasse pas trop 
a de tâtonnement inutiles , et que , de l'autre , on soit 
» assuré de découvrir, par ce moyen, toutes les racines 
» réelles de l'équation » {Séances des Ecoles Normales t 
tome 3 , p. 477 ]. Nous ferons voir dans les chapitres 
suîvans qu'on peut , à beaucoup moins de frais et sans 
recourir i cette longue et pénible recherche de la Umîte 
de la moindre différence des racines, se procurer tou- 
jours cette i^urance. 

l5. En outre, le désir du célèbre auteur étant que 
les règles de la résolution des équations numériques 
soient données dans Tarithmétique, sauf à renTOy»" à 
Falgèbre les démonstrations qui dépendent de cette 4ar- 
dMlVMMHBVi; ue 'f*lll-ôîrpas TBê ijllft C6' rœu jk -wo 
trouve point rempli par une méthode dont la théorie 
est trop compliquée, et la pratique trop difficile pour 
des commençans ? 

i6. Il restoit donc encore à glaner dans ce même 
champ où M. Lagrange a recueilli une si abondante 
moisson. Nous ayons cherché à réaliser son projet , en dé- 
couvrant une méthode nouvelle d'une théorie simple et 
d'une application &cile. Nous présentons aux jeunes élèves 
un alimeùt de &cile digestion, dont peut-être ils vous 
sauront quCilqùe gré. Nous n'ôMntif liôtâfttrffer d'obtenir 
le même accueil des personnages consommés dans la 
science: suivant un aoàen adage , les moodies ne sont 
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point ia pâture des aigles, aquûa non captt muscas. Ott 
voudra bien cependant observer que les méthodes des an- 
aens^ lesquelles supposoient un grand travail, nue grande 
force de tête, ont cëdé la place, dans l'ense^nement, à 
des méthodes modernes plus à la portée du vulgaire ; nous 
espérons que cette considération préservera d'un superbe 
dédain les procédés aussi faciles à pratiquer qu^à concevoir, 
que nous ôfirons en ce moment au public. 

17. A cette considération il en feut joindre une autre, 
tirée du besoin que Ton a dVne méthode qui soit pra- 
ticable et vraiment usuelle pour-Ia résolution des équa- 
tions numériques, si Ton veut que Talgèbre puisse s*appTi- 
cpKr cobyenaldetnent aux arts et ivot besoins de la société. 
Nous rappellerons, à ce sujet, ce que disoit- Tacadémlcien .^ 
Rolle, lorsqu'il publia sa méthode des Cascades, a Lors- * 
» qu*on a «ivisagé toutes les conditions qui sont néces- 
■ aaizespour le succès d'une entreprise, on pourroît S09- 

» vent s'aîJcr *lc Tol^èbLc pour y r^iiceîr on pour en 

» connoître l'impossibilité; mais on aime mieux chercher 
» d'autres conditions , ou tenter l'exécution par différens 
s moyens , que d'avoir recours à cette science , et , en cela , 
» on a eu quelque raison : car si l'on veut se servir de 
» l'algèbre dans Invention d'une machine ou pour quel- 
» qu'autre recherche , en n'employant d'ailleurs que les 
B expériences des physiciens et les principes des géomètres, 
» on arrivera à des égalités {équations) irrationnelles d'un 
» degré^ort élevé , et il est plnt difficile d'éviter ces éga- 
ls Ktés dans cette application , que d'éviter les fractions 
» quand on pratique l'arpentage. Cependant les règles 
» qu'on a données jusqu'ici pour résoudre ces égalités , ne 
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» sont ni scientifiques ni générales , et il saffit de les ^prou- 
» Ter pour en être rebuté a. On a aujourd'hui ^ à. la 
vérité, des règles scLOt/l^ues et générales ; mais quel 
est celui gui, lea «yant essayées, pourra dire qu'elles ne 
sont pas rebutantes ? ^ 

z8. Si dans cette esquisse des travaux de deux siëdes , 
cooeeruant la résolution d^ équaticiss "T"7^^"r j ^^- • 
mortel Descartes semble avoir été oublié, c'est que nous 
nous sommes réservé d'en parler ailleurs. Comment au- 
rions-nous pu oublier sa fameuse règle des variations et 
des permanences de signes, publiée pour la première fois 
en i63jf et qui, longtemps négligée, reçoit dans notre 
méthode une appUcation nouvelle, et, en quelque sorte, 
une uouveUe. eaùstçuice ? 
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CHAPITRE IL 

FaoblÂHE FIuâLIMINAIlUi : Etant dônjiêe une émotion 
numérique eh x ^un degré quelconque ^ iroui^er, par 
àe simples additions et soustractions , les coefficîens 
de sa transformée en {il — i } ; et généralement , de 
sa transformée en (x-'' n) f n ^ant un nombre entier 
ou décimal. 

\g. A.VANT que de donner la solution de ce problême, 
nous expliquerons ce qu*il faut entendre par les sommes 
premières , secondes , troisièmes , etc. , d'une suite de 

termes. _ 

Lorsqu'une suite de termes quelconques étant donnée, 
on forme une autre suite sommatoire de la première, 
c'est-à-dire, qui a pour loi que son n**»» terme soit la 
somme des n premiers termes de la suite donnée , cela 
s'appelle prendre les sommes premières , ou simplement 
les sommes de la première suite. 

Ce mot somme doit s'entendre dans le sens algébrique ; 
il exprime l'excédant de la somme des termes précédés 
d'un des signes -^ ou t~- sur celle, des termes précédés 
du signe, contraire. 

Prendre ensuite les sommes de ces sommes premières, 
cela s'appelle- prendre les sommes-secondes de la suite 
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donnée. De même , les sommes de ces êommes'aecoTides 
s'appellent lessommes-troisièmet de la première suite , et 
ainsi du reste. 

Voici un exemple de ces diTersea sommes : 

Suite donnée x...i... i... i... x. 

Sommes-premières i...a... 3... 4.** 5. 

Sommes-secondes i. . .3. . . 6. ..xo. ..i5. 

Sommes-troisièmes. ... .X...4. . .xo. ..ao...35, 
etc. etc. 

Les suites dont on s'est servi dans ce pr«nier exemple^ 
appartiennent à celles des nombres que les Géomètres 
appellent Tuymhres Jîgurés , lesquelles ont généralement 
pour i« terme , Funité ; pour a* terme , un nombre 
entier m ; et pour terme n^f^^ un nombre exprûué par 
mfm+i) (m+n — a) 

i.a.....,.,.,(n— O = 

Autre exemple, dans lequel la suite donnée est com- 
posée de termes pris arbitrairement, les uns posittâ, les 
autres négatifs : 

Suite donnée a-f- 5— r 3-f- 4 — 3-h o— i. 

Sommes-premières .' . 2+ 7-h 4+ 8h- 5+ 5+ 4. 
Sommes-secondes... 2H- 9-Hx3H-2i-t-a6-H 3i-f- 35, 
Sommes-troisièmes. .a+ii'-HM'*W^+7i~t-zoa-hx37. 
^ etc. etc. 

ao. Voici maintenant deux propositions d*où résulte 
la solution demandée. (Pour leur âémoTiitration , payes 
ci-^f^rès Us NoT£S.} 
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Première proposition. La somme m'*"* des n premiers 
termes d'une suite quelconque, égale la somme de ces 
termes multipliés respectivement , mais en ordre inverse , 
par les n premiers nombres figurés de Tordre m , c'est-à- 
dire y appartenant à la suite dont le second terme est m. 

Ainsi la sonune rri^'™ des n premiers termes de cette 
tuite..... 

A.-h4.-4-4,-+- ... .H- A^, 

est égale a.-iA^.-H inÂ^-^. . . . -H ^'i'.f.^^^Â'^ ^. 

Far exemple , la somme-troisième de ces quatre termes 
a-t-5— 3 + 4est (i X4— 3x3-K6x5-i-ioXa)=45, 
de même qu'on Pa reconnu plus haut eu prenant les 
sommes et les sommes de sommes. 

Seconde proposition. Un polynôme quelconque , pro- 
cédant suivant les puissances entières et positives d'une 
quantité x , depuis le degré m jusqu'au degré zéro , se 
transforme en un autre polynôme d'égale valeur , procé- 
dant suivant les mêmes puissances de {x — i ) , dont les 
coefficiens respectiis , à commencer par celui du dernier 
terme , sont , 

1°. La somme-première de tous les coefiBciens du po- 
lynôme donné. 

^. La somme<seconde de tous les coefficiens , hormis 
le dernier. 

3°. La somme-troisième de ces coefficiens , excepté les 
deux derniers. Et ainsi de suite. 
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Soit , par exemple , ce polynôme 

2a;3—ai:*-f-5ar— 3. 
Coeffîcieos donnes . . . a — 3 -H 5—3. 
Sommes-premières . . . a — i-h4-t-i. 
Sommes -secondes. . . . a4-H-5. . , 
Sonmies-troiâièmes ... a + 3. ... , 
Sommes-quatrièmes. . . a 

Ainsi les coefiSciens du polynôme en {^x—- x ) sont..,.. 

a-h3H-5-hi ; 
et l'on a 

a(«— ly + SC^B— 1)'+5(«— i)-hi==aa!»— 5*M-5a»— 5. 

Cette équation a lieu ^ quelque valeur qu'on donne à x, 

S*il manque dans le polynôme proposé quelque puis- 
sance de :t; ^ il faut la mettre en évidence , en lui donnant 
zéro pour cpefiScient. 

Soit, par exemple, x^^^x-^ f. 

Coeffîciens donnés. . . . i-H- — 7-1-7, 

Sommes-premières . . . i-Hi — 6-»-i. 

Sommes^econdes . . . . ï + a — 4. . . 

Sommes-troisièmes . . .'^ i :jr. 3 

Sommes^uatrièmes. . . i 

On a donc.M 
a:3 — 7:cH-7=(a: — i)3-»-3(:c — i)" — 4(x— i)-f- r. 

at. n est évident qu'une équation dont le premier 
membre est égal à zéro , offre précisément le même 
cas que le polynôme de la proposition précédente. Ainsi 
l'algorithme par lequel on obtient la transformée en 
{x — i) d'une équation donnée en ^c, consiste dans le 
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mbae procédé employé pour la transformation d'an po- 
lynôme d'une valeur quelconque* 
Etant donc donnée l'équation.... 

*3 — 7j;-|-7 = o, ^ 

les coefficiens de sa transformée en (x — i ] sont.- ^^L 

1+3—4 + 1. - ^ 

Pareillement, pour l'équation..» 
x3 — IX — 5 = 0, 
les coefficiens de sa transformée en («— ' i ) sont.... 
I+3-I-I — 6. 
12. Par le même algorithme, on passera de la trans- 
formée en (x — i) À celle en (x — a); de celle-ci à la 
transformée en (x — 3); et ainsi de suite indéfiniment. 

On obtiendra donc très-promptementles coefficiens de 
ces diverses équations. 

Coefficiens deséqua<ioB«, banale I** exemple du n° 21... 

ena; i-t-o — 7± 7 

en(a; — i). . . i+3 — 4-f- i 
en(x^a). . . i-l-6-t- 5-1- i 
• ' en(j; — 3J. . . i-hpH-io-l-iS 

etc. etc. 

Coefficiens des équations , dans le second exemple.... 

en* i + o — a — 6 

en(jF — i). . . I-I-3-»- I — 6 

en(a: — a). . . i+S-f-io — i 

en(* — 3). . . i + g-i-i5-t-t6 
etc. etc. 
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a3. n est aisé d'observer que par ces transformatîoiu, 
on finit par avoir des coefficiens qui sont tous de même 

# signe. 

Observons aussi que si Tëquation proposée n'est que 
du troisième degré, on peut obtenir les coefficiens de 
ses transformées successives par un moyen encore plus - 
rapide que falgorithme général. Nos lecteurs le devine- 
ront sans peine à la simple inspection des coefficiens re- 
présentés dam le n** précédent. Dans ce cas , le calcul des 
transformées s'opère instantanément , sans avoir besoin 
d'écrire d'autres chiffi-es que ceux qu'on voit iâ. 

24, Le même algorithme fournit le moyen d'obtenir 
les transformées eu (x— 10), (x — ao), (x — 3o), etcj 
ceUesen^j; — 100), (a;— aoo),(a: — 3oo), etc.;etc. 

D &ut , pour cela, substituer dans la proposée une 
inconnue af- qui soit, respectivement, dix fois, cent 
fois, etc. moindre que x. Les coefficiens de cette équation 
en :t^ s'obtiennent , comme Ton sait, sans calcul, par le, 
placement convenable de la virgule qui indique les dé- 
cimales. 

On se procure ensuite les transformées en (x' — x } , 
(af — *)>(*' — 3), etc.; ou, ce qui revient au même. 



Il ne s'agît plus que de rendre les inconnues de ces 
transformées , respectivement , dix ou cent fois , etc. aussi 
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grandes ; ce qui s*opère par le déplacement convenable 
de la virgule dans leurs coeffîciens. 
Soit , par exemple , l'équation 

a;3 — 4a;* -j- 3x — 6 =a o , 
dont on demande les transformées en (x— 10), (x— âo), etc. 
On fera x^i ox' j d*où..,. 

x'i — 0,4»'* -h ojaZaf-"' 0,006 == o. 
Coefficiens des équations».. 

en a/. 1—0,4+ o,o3 — 0,006 

en (^~'°) ou {x* — I }.,.!-»- 3,6 4;- 'a,a3 -h 0,634 

en (^"^^°) ou (a;'— i)... 1-4-5,6+10^3-1-6,454 

etc. etc. 

Et par conséquent on aura , pour les coefficiens des 
équations.... 

en (jr— io^...i-)- l£-(- 333 +- -624 
en (x — 3o)...i-H56-|-ï043Hi-6454 • 
etc. etc. . . 

On voit aisément comment , par nne marche ana- 
logue, on se procureroit les transformées eu {x — TâSt 
{x-^rs), etc. ; cellesen {x — -j-^ ) , (ar — rfs)» etc. ; etc. 
' 35. Si l'on veut avoir l'équation où Pinconnue de la 
proposée est diminuée d'un nombre de plusieurs chifires, 
par exemple ,réquation en {x — 3i3); on se procurera 
d'abord l'équation en {af. — 3), en faisant *= lOox'j et par 
suite , celle en (x — 3oo) , comme il Vient ffêi^e indiqué. 
Fuis on fera x — doossiox*; on obtiendra l'équation 
en (jc'— z}; et par suite , celle en (x— 3io). De c^tte 

3" ■ 
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dernière , on passera i celle en («— 3ii); et de celle-ci 
i l'ëquation deœanMe en {x — 3ia), 

Voici, par ei)im^e, la marche qu'il &udroit suivre, 
•i la propgtëe était.... 

a:3-*- 4Jt'H- 3*— 6=0. 
Soit «=iooa;';d'où 

a:'3 — 0,04a:" -t-p,eoQ3«'— o,oooooS=o. 
Coefficiens des équations..... 

en jc Il — 0,04-1- o,ooo3^ o,ooooo5 

en (a;' — i). ;, 14-1,964- j,9Xo3i+ 0,960294 
ien (it' — »)...i + 6,96!4-ii,84o3+ 7,840594 
en (x"— 3)... 1+8,96-+- 26,7(!o3-(- 26,640894 ' 
Ainsi le9CQe$ciens deréqùatîon en(a; — 3ôo)sont...' 

I -H 896 + 267603 -f 26640894. 
' Faisant ensuite X — 3oo=lo:c', on a lès coefficienS des 
équations... ' > 

Or a* — X = — ^^^ — ;■ il s'ensuit qu'on aura les coeffi- 
ciens des équations...* 

en (x-r3io),.,.i-t-926-i-i85823+a9407524 ■ 

en {x — 3ii}...i-l- 929 -f-28767B->- 29694274 

en (à— 3r4)... 1 + 932-1-289539-1-29982882. 

tl est aisé de Voir comment on obtiendrait l'équation 

où l'inconnue de la proposée serott diminuée d'un nombre 

décimal de plusieurs cliifire*.; par exemple,, l'éqnotioa 

■vÀ Cx — -^) : nous né nous acréteions point i ce9 
détails. 
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a5. En eonsîdéranfle-tkbleau des* âpér-àtîom par les- 
quelles "on passé d'un polynôme en x à son équivalenf 
en i[x — I ) [ 20 ] , on n'aura pas de, peine à fecoimoîtn 
comment ou peut passer réôipro^ufemént. d'un polynomô 
en (x—~ x) S'son équîràleiit enjc; et^ârconséquent^, 
de celui ea-'o: ^ sgn éqùivBlênl eit (a^'HI-. i), et ainsi dà 
suite, Uans le pretnier cas,,on a pris,*dès sommes ; dam 
le second,-on prend dçs £^érmces. •■-.'', 

Cboisissôiu ppur exemple^ lepolynome ea« du n° ap»; 
4ont les co'efficiens s<Hit<.» ' ■ 

et son équivalent en (jc— i), qui a pour coefficient»» 
.:^ ' " •• a4-3H-5-f-i. 

: Pour pass»- de ce^-d à Tautre , ou écrit sea coeffîciens . 
> «t- on. f|K>cède comme il suit,: . ' , ^ 

ÇoeflSciens du ppljnome ea (;>;— i ). .,« 4. 34.5*(it 

Suites dans chacune desquelles le i t*^....3>f-i -f-4'*'' 

' . Bjf'™' terme est la diffërenco du ya'*^..îa— 1 -f-S...,' . 

ferme qui le précède an terme 1.3'*°», ..a — 5..,.".,,.' 

-; . -B'W-'dâ la suite supérietire.*. ( ^*''°"...a.t...,,,.,^\' 

On obtient ainsi les coefficîeus du polynôme en j;, et 
«f on se procurer» de la même manière ceux du polyuome 
en (xH- 1 )• En voici le tableau 

Coefficiens du polynôme en* .....r... T. a^S-f* 5— I 

.5+10— t^ , 



Suile» de di£G5iMû«» pciseï fui- ^^ 
vantla loi qui vient d'être flndi- < ^.^ * * •*~"7+'7' 
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Les coefficiens obtenus pour le polynôme en ( ;c 4- 1 ), 
sont.... 

a— 94-17— x3; 
ce qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier par le procédé 
inverse. 

37. On a remarqué ci-dessus qu'en opérant lès traus- ■ 
formations successives en(x — i), (x — a), etc., on par* 
vient à une transformée en ( x — « ) , dont tous les termes 
^nt de même signe. Ici l'on observera que les trans- 
formations en (x~hi)» (ar-+-,2), etc. conduisent à une 
transformée en (x-j^u) , dont les termes ne présentent 
que des varîatioTis de signe , comme on le remarque dans 
le polynôme en (a:-|-i) du dernier exemple, dont les 
coefficiens sont alternativement précédés du signe -4- et 
du signe — • Lorsqu'on est une fois parvenu à ce poly- 
nôme en ( a: -f- w' ) , les transformées ultérieures en 
{a; + «'-f-i), (^-4-«'-h2), etc. n'ofifriront aucune 
perTnarzènoa do «igôo i cela s'apper^wit par la nature mènie 
du procédé. 

Les équations du troisième degré sont susceptibles 
d'une abréviation analogue à celle qui est indiquée au 
n* 23. 
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CHAPITRE III. 

Dwenes notions fournies par l'Algèbre , concernant 
les équations numériques. 

28. vJtx peut toujours tranâporter dans un. même 
membre tous les termes d'une équation , ensorte qu'elle 
paroisse sous cette- forme : 

m étant un nombre entier positif; les coefficiens ayant 
par eux-mêmes une valeur positive ou négative , et quel- 
ques-uns pouvant aussi être nuls. C'est sous cette forme 
que nous considérerons toujours les équations. 

Le but principal qu'on se propose dans la résolution 
d'une équation déterminée , est de trouver exactement 
ou par approxîmatioa , s^ y a lieu, tous lea uombres 
réels , dont la substitution , à la place de l'inconnue , 
rend nulle la somme de tous les termes du premiet 
membre. On donne à ces nombres le nom de racines 
réelles de Véquation ; elles sont ou positives ou négatives. 

39. Le nombre des racines réelles d'une équation ne 
peut jamais surpasser m, c'est-à-dire, le nombre qui en 
indique le degré ; il peut lui être inférieur , ou même être 
nul. L'excédant de m sur le nombre des racines réelles 
est nécessairement un nombre pair , indicateur du nombre 
des racines imaginaires qui satisfont à l'équation. 

On entend par quantité imaginaire, le symbole d'un 
résultat d'opération, impossible à obtenir, à raison de 
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son absurdité : par exemple , b racine carrée d*ime 
quantité négative , telle que /"— 4. 

Toute racine ou quantité imaginaire se peut réduire 
à l'une de ces formes, '+ A -t-v^ — B , et + A— ^ — B, 
A et B étant des quantités réelles. Si ime équation a une 
de ses racines sous une de ces formes, elle en a nécessaire- 
ment une sous l'autre j les racines imaginaires se trouvant 
ainsi toujours unies par couples. 

3q. Toute équation qui a pour racine un nombre +''« 
est divisible par le fecteur ar^pra ; celle qui a une couple 
de racines imaginaires^ est divisible par le facteur réel 
du second degré , x^ ^ %h.x H- A* -f- B. 

Généralement , une équation du degré m est le produit 
de m facteurs simples , soit réels , soit imaginaires : le 
nombre des facteurs simples réels est égal à celui des ra< 
cines réelles de IMquation. 

3l.' Lorsque, par la «o"h«fi>nimn d'un nombre n à la 

place de ^ , la somme de tous les termes de Féquation est 
rendue égale à une quantité positive; et que la substitu- 
tion d'un autre nombre n- donne au contraire tm résultat 
négatif, on est assuré qu'il j a une ou plusieurs racines 
en nombre impair, dont la valeur est comprise entre n 
et », et réciproquement. 

Mais la substitution ne donne point de résultats de signes 
différens , lorsque les racines comprises entre'n et n sont 
en nombre pair. 

Lasubstitution de quelque nombre que ce soit ne donne 
que des résultats positiis , lorsque Téquation n'a que des 
racines imaginaires. 
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32. Quaiid< on change , dans uae équation, le signe des 
termes du rang pair, ou de ceux du rang impair , les ra- 
dues de l'^oatiou , après ce chaagement , sont les mêmes 
qu'avant , au signe près j c'est-à-dire que les racines néga- 
tires deviennent positives, et que les positives deviennent 
négatives. 

n B*ensuit que pour trouver toutes les racines réelles 
(Tune équation , il suffit de savoir trouver les racines 
positives. 

33. Toute équation de degré impair a , pour le moins, 
une racine réelle positive, si son dernier terme est négatif; 
ou une racine réelle négative , si ce terme est positif. 

Dans les équations de degré pair , il y a toujours , pour 
le moins , un e racine réelle positive , et une autre négative , 
si le dernier terme est négatif ; mais si ce terme est positif, 
on n'en peut rien conclure pour la réalité des racines. 

34. Le résultat i^** la miTMtihiti'nn d'uu Dombre '+ », à 
la place de x , dans une équation donnée , est égal au termo 
tout connu de sa transformée en (x ^ n). Far conséquent 
^n est une racine de la proposée, lorsque le dernier 
terme de la transformée en (x^F '>) est égal à zéro. Et 
généralement, la proposée a autant de racines égales à + ^ , 
qu'il y a , dans cette transformée , de termes conaécutiÊ , 
A commencer par le dernier , qui égalent zéro. 

35. La somme du coefficient du premier terme d'une 
équation et du plus grand coefficient de signe contraire 
étant prise sans qu'on ait égard aux signes , et divisée par 
le premier coefficient, le quotient est plus grand que la 
plus grande racine positive qui puisse appartenir à Téqua- 
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tion; et ce quotient Rappelle une limite de cette plus 
grande racine. 

. Si le coefficient du premier terme de Téquatioa est 
FJ- X ,1e plus grand coefficient négatif, pris positivement 
et augmenté de l'unité, est une limite de la plus grande 
racine positive. 

On a , pour obtenir une limite plus approcha delà plus 
grande racine positive , divers moyens qu^ est inutile de 
rappeler ici. Observons seulement qu'on peut souvent y 
parvenir en faisant a:= i o V , ou x = i ooa:', etc. , l'équation 
en X pouvant indiquer une limite de la plus grande valeur 
de x', qui décuplée, ou centuplée, etc. , donne pourx 
une nouvelle limite beaucoup plus rapprochée. 

Exemple.... 

Equatiouenx. x*-+- zx'.-h 3j;*— 45i=:o 

Equation en.xj'^ — . . .a;''H^jia;f-4-0;,o3A'*-rO,o45i=o ; 

la limite en plus de x' étant i,045i ^ relie de ^ est io>45e ; 
et cette dernière est bien plus resserrée que 4S2, limite 
indiquée par le plus grand coefficient négatif de l'équa- 
tion en X. Cette Kmite plus ressenée peut se reconnoltre 
}i la seule vue de la proposée, par une simple opération 
mentale. 

Le terme tout connu de l'équation étant divisé par la 
somme de £e terme et du plus grand coefficient de signe 
contraire , prise sans égard pour les signes , le quotient est 
plus petit que la plus petite racine positive que l'équation 
puisse avoir ; il en est une limite. 

36. L'Algèbre fournit le moyen de prépareç'une équa- 
tion , de manière que son premier terme n'ait d'autre 
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coefficient gue Tunit^ ,.et que les antres cocffidens^cMent 
ipiis des nombres entiers^ Il en v^»i\^e que les. é<{uaticms 
à Tétioudre peuveat toutea£tre considérée! coaune rame- 
nées^ «ette^rmç.' " . ■ . 
.,L'éqitationainû; préparée ne pç^ avoir pour.iaaaeB 
Téel]b8.4ue des nombres entiers on des nombres &actîoa- 
joaires irrationnels. En général^ ces, racines irratiqnneHes 
ne sont $uscept3>les d'être déterminées que par approxi- 
■mation. 

37. UAlgèbre donne aussi le moyen de débirra^se^une 
équation des racines égales qu'elle peut avoir, ensorte que 
les racines multiples n'y subsistentplusqneçomnieracînes 
ùmples. .A însi .le* Ainaionfc^ f éywjKJge ygiTiMt $tee con- 
udéréeâ comme n'ayant que des racines io^g^es. 

38. Une équation ne peut avoir plus de racineà réelles . 
i>oâ.â^es , qu'il n'y a de variations dans la succession des 
si|;ncs de ses cocfficions.; nî plus de racines réelles néga- 
tives , qu'il ne s'y trouve de permanences de signes:' telle 
est la fameuse règle de pescartes. 

Ainsi , dans le cas -où toutes les racines de Péqnatiûn 
sont réelles , il y a précisément autant de racines positives 
que de variations de signe, et autant de racines négatives 
que de permanences. 

Quand un des coe£&ciens de l'équation est zéro, et que 
les coeffîciens du terme précédent et du suivant sont de 
même signe , Féqnation a néoesénrement des racines ima- 
ginaires. 

On peut recbnnoîtrenmieéquation a toutes ses racines 
réelles ou non , au moyen de l'équation dont les racines 

4 
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flbnt lè^ ^arr^a des dilTérences des racines de la propo- 
sée. Dans le premier (as , cette ëquation aux quarrés des 
différences n'a que des variations dé signe; tandis qt^elld 
à nécessairement des permanences, si ïa proposée a de» 
racines imaginaires. Mai? le cakul des coëfficiens de cette 
équation est eu général tellement pénible, qu'on n'est 
guèrés tenté d'employer ce moyen. 

39. On p^t déduire de la règle de Descartes , les deux 
propositions suivantes : 

i**. Une équatiori en x , dont toutes les racines Soiit 
réelles , a autant dé racines comprises entre zéro et ^, 
qu'il y a de permanences de signe dans la transformée en 
{x — p) , de plus que dans Téquation en x. 

2». Une équation de cette espèce ne peut avoir, soit 
une, soit deux , soit n racines comprises entre zéro et^ , 
si sa transformée en{x~rp) n'« pas, respectivement, une, 
ou deux , ou n permanences de signe, de plus que Téqua- 
tionen x, ■, , 

Nous avons même de fortes .saisons de croire que Ja 
seconde proposition est applicable à une équation quel- 
conque. 
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CHAPITRE IV. 

Exposition âe la noui^elle Méthode. Première Parl^. 
Cas où pon ria besoin que de cette partie de ta 
Méthode. 

40. ri 0U3 allons maintenatit exposer successivement les 
divers procédés qui constituent notre Méthode , enréii- 
voyant aux qm du chapitre précédent , où sont contenus 
les principes qui servent de base aux résultats que Ton 
obtient par ces procédés. Four concevoir le rapport des 
uns aux autres j il suffît au lecteuc gui ne seroit point 
assez avancé dans l'Algèbre , de tenir lès principes pour 
démontrés , sans o h ere h er ^ ' en eonnoître la démonstra- 
tion ; et ^U ne veut que posséder \ei mécanisme de la 
Méthode, il n'a besoin que de savoir opérer les trans- 
formations , conformément à Falgorithme du second 
chapitre. 

41. Etant donc donnée une équation en ^ du degré ?n , 
on se procurera ses transformées successives en (a: — i ) , 
(jc — z) y{x-r-Z)j et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
parvienne à une transformée en (^ — u) , dont les coeffi- 
ciens soient tous de même signe. 

Cette dernière transformée ne pouvant point avoir de 
racine positive , le nombre entier u est une limite de la plus 
grande valeur positive de Fioconnue. 
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S^ arrive que la proposée elle-même n'offre que de» 
permanences de signe, il ne reste à chercher que les 
racines négatives qu'elle peut avoir , ef on procédera 
comme il sera dit, plus bas [44]. 

,42. Lorsque Iç dernier coefficient d'une équation qui a 
pour inconnue {X' — p)y est égal à zéro, l'équation eax 
a une racine égale au nombre p ; et plus généralement , 
si n coeffîciens consécutifs de la transformée,^ à compter 
du dernier , sont égaux chacun à zéro , la proposée a n 
racmes égales, chacime, à/i [84]. Par cette circonstance^ 
l'équation en (x — p) se trouve abaissée de n degrés. 

A raison de cet abaissement, il peut y avoir quelque 
avantage à ne débarrasser l'équation de ses racines égales, 
qu'après avoir opéré les transformations du n° 4*- 

43. Lorsque le dernier coefficient d'une équation en 

(:t: — p) est de signe contpai'ro J relui ils la transformée 

cafx p ' I ) , la proposée a une ou plusieurs racines en 

nombre impair, dont la valeur est comprise entre p et 
p + l. Car les cdefficiens dont il s'agit , expriment préci- 
sément les résultats que donne la proposée, quand on y 
met successivement p et p + i à la place de :i; [3i ]. 

44. Les racines négatives de h proposée étant , au signe 
près, égales aux racines positives qu'auroit cette équation 
si les signés dé ses termes pairs étoient tous changés, on 
fera ce changement, puis on opérera èommeci-d,essus[4iJ', 
et on obtiendra deS résultats analogues. 

45. Par cette première partiede la Méthode, on tropvii 
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en certains cas , toutes les ifvaqes pj^ellefi de Péqua^on , 
soit exactement, soit approximativement , à moins d'une 
unité près. 

Un premier cas est celui où la proposée n'a ni racines 
imaginaires , ni plusieurs racines réelles comprises entre 
deux nombres entiers;? et^-h i. 

Un second cas est celui où Pon sait d'avance que toutes 
les racines de la proposée sont réelles , encore que parmi 
ces racines, il y en ait d*incômmensuTables comprises, 
en tel nombre que ce soit , entre deux nombres entiers 
consécutif. -^ 

Un troisième cas a lieu , lorsqu'on sait que Téquation 
n'a qu'une racine réelle ,positiTe ou négative, ou bien 
qu'elle en a deux , l'une positive , et l'autre négative , 
ainsi qu'il arrive dans des équations de cette forme, 
A'»^^ A.==o. 

46. Premier, tacem^. Soit l'équation.... 

x^ — 10^3-4- 36a;* — -541-^- 27 = 0. 
Goefficiens des équations.... 

enx . . . ,..., .17^10-4- 36 — 54-4-27 * 

en(a:-i-i).,.i^- 6-+- 12 — 8-1- o 

en(^ — 2)...i— 3^-3 — i 

en(a: — 3)...i-+- 64- o-j- 0. 

Les racines de cette équation sont donc 1 et 3 ; cette 
dernière racine est triple [4a], c'est-à-dire que la proposée 
est divisible par (^ — 3)3. ... 



y Google 



( 3a ) 

Second exemple,,.. jf3 — 5x* -j- t-J- 7 = 0. 
Coeffîciens des ëquatioRs..... 

en Xm I — 6+ 1+7 

en f:r— i)...i— a— 6-^ 1 
en {x — a)...i-»- i — 7 — 6 
en (jp— 3).. .iH- 4 — 2 — II 
en {x — 4)...i-+- 7+ 9 — 8 
en (j: — 5). , .i-f-io-i"a6-+- 9. 
La proposée a donc deux racines positives incommen- 
surables , dont les valeurs sont respectivement comprises 
entre i et 2 , et entre 4 et 5, Pour «voir ensuite la racine 
négative , on change les signes des termes de rang pair 
dans la proposée [44] , et l'on a.... 

x3-f-5x"-|-x — 7 = 0. 
Coefficîens des équations..... 

en x = — x . . I 4-5-+- I — 7 

en (x — i). , . I 4-8 + 14+0. 

Donc b racine n^ttlf^ Ât ïtyi^iposée est — i. 

Troisième exemple,... x^ — 70: + 7 = o. 
Coefficîens des équations.... 

en X. 1+0 — 7 + 7 

eu (x— i). . . 1 + 3 — 4 + X 
en (x — a). . . 1 + 6 + 5+ i. 
Goefficiens des équations.... 

en x = — X. . . I — o — 7 — 7 
en (x — i). . . I -i- 3 — 4 — i3 
•n (x — a). . . T+ 6+ &— ï8 
en (x — 3). . . 1+ 9 + 14 — I 
en (x — 4). . . i + x»-4-35 + 23. 
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L'équatioa proposée étant de celles qa*on sait avoir 
toutei ses raônes réelles-, il en résulte que non -seule- 
ment elle a une racine négative dont la. valeur est «atre 
— 3 et — 4 [43 ] , mais aussi qu'elle a deux autres racines 
positives comprise entre 1 et 2 , parceque la transformée 
eu(x — .2) a deux permanences de signe de plus que 
celle en (x — i) [3^]. Telle est, dans ce cas, la consé- 
quence delà règle de Desçartes. 

Quatrième exemple.,,, x^ — 1745 = o. 
Coeffîciens des équations.... 

en X I-+- o-H 0—7-1745 

en (a;— i)..,i^ 3h- ■3-^1744 

en {x — a)c..i-t- 6+ la — 1787 

en (x — 3) ..i-h 9-+- 27 — 1718 

ep (x — 4)...i-^-i2-h 48 — i68i 

en (x — 5)...i + i5-t7 78 — 1620 

eh (x—C^-'-i-t-iO-^ioB — i5îi9 

. en (x — 7)-..i-+-2i-Fi47' — 140a 

en (a:— 78).*-i-t-347|-i92 — 1233 

en (x — 9}... 14- 27-^-2^3 — 1016 

en (a: — xo}'.'iH-3or^-3oo— 745 

en (x— ii)?.-.H-337t-.363— 414 

*» en (x — i2)...i4'!36-H43a — 17 

en {x — i3)...i-t-39 + 5o7-t- 462. 

Donc la racine de l'équation est entre la et i3. 

47. Noos avons suivi dans ce demiei; exemple, la 
marche la plus longue; car il est aisé de voir que x 
devant être un nombre entier, exprimé par deux chiftes^ 
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on pouvoît' d'abord se procurer les transformées en 
(x — ïo), (a:'— 2b), etc. , par le procédé indiqué plus 
haut [24], en faisant d'abord :r = lojc^, ce qUi chaugeoit 
l'équation en x'i — 1,745 = o. 

Coefficiens des équations.... 

en. a/.' •■..,•• "i-ho-h a — 1,746 

en (^^^) ou (a;'— i>.-i-h3-i- 3— 0,74s 
en (^^^) ou (x — 2) ".n-6-Hï2-i-6,255 

Kt par conséquent.... 

en (x — io)-..i "i-Bo-h .3oo — 746 
en (a:';— 20}. • • i -^ 60 -t-1200 + 0255. 

Donc la racine est entre xO et 20^ D ne reste qu*& se pro- 
curer les transformées successives après celle en (x — 10), 
jusqu'à celle en {x — 19) tout au plus. 
Coefficîens deséquetions.... ... 

en (x — io)--.i-i-3o47 300—745 
en (:c— II). ••1+33^363— 414 
eu (a:— i2)...i-h36-iH432— 17 
en (la:— i3)...i4-39^*5o7-i-452. 

£t l'on coi^clura , comme plus haut , que la racine 3>^« 
ou cubique de 1745 est entre xaet i3. 

La nouvelle Méthode ofîre donc un moyen d'ex- 
traire , par des additions et soustractions , la racine 
m*^*, exacte ou approchée , d'un nombre quelconque. 
Si Ton veut comparer cette méthode arec les anciens 
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procèdes , qous laissons à juger lequel des deux moyei^ 
znërite la {iréférence. 

48. Le procédé que nous avons employé dans le 
n** précédent , n*est pas applicable seulement aux équa- 
tions à deux termes ; on peut aussi remployer dans une 
équation quelconque , toutes les fois qu'on aura sujet 
de penser , d*après Fexamen des coe£Gciens dé là pro- 
posée , que le plus grand nombre entier , faisant partie 
de la plus grande racine positive , peut être exprimé par 
plusieurs chifTres. Dans ce cas , il pourra être plus con- 
venable de feire x = loaf, ou a; = 100a.' , etc., et de 
86 procurer d'abord les transformées en {x — 10), 
(x — 20), etc. ; ou en(a: — ioo),(x — aoo) ,etc, etc.; 
ou bien encore , de résoudre l'équation en :e' , à l'aide 
des transformées successives en ( af — i)ii^* — *)» etc. j 
puis d'en déduire les valeurs de x. 

Ces remarques cl^truiront cmos doute Cette objection 
que l'irréflexictn pourroit opposer à notre Méthode; 
savoir : « que si les racines étoient exprimées en nombres 
» un peu grands , la A^éthode seroit impraticable 
» par sa longueur , et qu'on auroit beaucoup plus tôt 
» fait de chercher les mêmes choses par les méthodes 
» ordinaires». 

On peut se rassurer contre cette prétendue longueur , 
puisque le nombre des transformées successives exigées 
par cette Méthode , si faciles d'ailleurs à obtenir par 
notre Algorithme , est égal au nombre des chiffres qu'on 
veut avoir k la racine , plus la somme de ces mêmes 
chif&es considérés comme n'exprimant chacun que des 

5 
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imitas ^ipples. Far exemple , pour aroïr le nombre 8x3, 
ïe nombre des transformées seroît 3 -h 8 H- 1 + 2= 14, 

49. Veut-on maintenant avoir , dans les cas précé- 
clens , des racines plus approchées , à telle unité déci- 
male près qu'il plaira, on peut employer la méthode 
d'approumation qui sera exposée ci- après, au Cha- 
pitre VI. 
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CHAPITRE Y. 

Suite de Pexposition de la nouvelle Méthode, Seconda 
Partie, Cas oà cette Partie , jointe à la première , 
si^t pourjaire découvrir les limites de toutes les 
racmes réelles £un£ équaiioiu 

5o. Lbs cas mendonnés dam le chapitre précédent ne 

sont pas les plus nombreux. Tantôt Péquatîon à résoudre 
n*a que des racmes imaginaires j tantôt ses racines sont 
toutes réelles, mais on Fignore , et plusieurs d'entr'elles 
ayant pour limites les mêmes nombres entiers ;i etp-t-i , 
on ne peut les découvrir toutes par les seules transfor- 
mées en (a:— i),(a; — 2), etc. } d'autres fois quelques- 
unes des racines sont réelles, et d'autres sont Imaginaires, 
sans qu*oa le sache on «[d'oïl soit instruit du nombre des 
unes ou des antres. Dans ces diverses circonstances , on 
aura recoursà des transformées ^o/Zo^nzZftP; en la manière 
qui va être expliquée. 

5i. Il {àut d*abord observer que la résolution des équa- 
tions se réduisant à la recherche des racines positives [32], 
cette recherche elle-même se réduit à celle des racines 
positives qu'une équation quelconque peut avoir au-des- 
sous de l'unité. Ceci est une conséquence des transforma- 
tions successives ; car il est évident que pour connoître 
toutes les racines positives de Téquation en j; > il suffit 
de connoître respectivement les racines positives infé- 
rieures à l'unité , x°. de la proposée ; 2°. de sa transforméo 



y Google 



(36) 
en(x—-i)'y 3°. de celle en (x — a); et ainsi de suite ^ 
jusqu'à la dernière transformée qui conserve quelque va- 
riation de signe. On voit en effet que pour découvrir les 
racines que la proposéepeut avoir entremet p-4-z, il ne 
s'agit que de trouver dans l'équation eu {x — ^),Ieâ 
valeurs de l'inconnue (x-^^p) comprises entre o et i. 
Tel est donc le problème dont il £iut obtenir généra- 
lement la solution : Etant donnée une équation qui n'a 
point de racines égales , s'assurer si elle a , ou si elle n'a 
pas des racines comprises entre o et i. 

52. Lorsqu'on ignore si l'équation proposée a toutes 
ses racines réelles , l'examen de la succession des signes 
ne fournit plus un indice certain de l'existence des racines 
qui peuvent être comprises entre^ etp-i- i. Si l'équation 
en (j:— jp — x) a des permanences de signe de plus que 
l'équation en(x~—p) , le signe du dernier terme dans 
chacune, de ces équations étant le même , on peut seule- 
ment soupçonner qu'il y a des valeurs de {x — p) entre 
zéro et im , et parconséquent des valeurs de x entre p 
et ^ + 1 ; mais ce soupçon reste à vérifier. 

D'une, autre part, si la seconde proposition mentionnée 
aun° 39 étoit admise comme, principe général pour une 
équation quelconque , ce principe fourniroit un motif 
constant d'exclusion contre toute valeur qu'on voudroit 
attribuer à (x — p ) entre zéro et un , toutes les fois que 
l'équation en (x—p — i ) , n'a pas plus de permanence 
de signe que l'équation en (x — p). Dès lors on déter- 
mineroit Sur le cliamp , au moyen des exclusions qu'on 
seroît autorisé à prononcer, les seuls nombres entiers 
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parmi lesquels on doîre chercher ceux qui sont , & moins 
d'iuie unité près ., les racines . de Téquation proposée. 
Comme nous n'apporterons point ici de preuves de là 
généralité de ce principe , nous allons recourir & un autre 
motif de rejet. 

53. Soît,par exemple, cette équation.... 
x3 — 4a;*-t-3a; — 6 = 0; 
réquation inverse en « ou - . est , comme Ton sait , ceUe 

dont les coefficîens sont les mêmes que ceux de l'éqna- 
tion en x, mais en ordre inverse.... 

6^3 — 3z*-f-4s — 1=0. 

LatramafintMéseB («*-*«.) «sfc» : 

6 (z — I )3 -h j5{z— I )*-+- i6(z — 1 ) -4- 6 = o. 

Cette transformée n'ayant que des permanences de 
signes , offre un indice ou critérium certain de l'absence 
de toute raciue rOcUc entre zéro et un , dans Téquation 
en X. GénéràleTnent Véquation en x ne peut twoir plus 
de racines entre o et 1, que la transformée en (z — 1) 

ou (— — i^ n'a de pariatioTis de signe. 

Et si l'équation en (z — i) a son ttemîer terme né- 
gatif, celle en x a , pom: le moins , une racine réelle 
entre zéro et un. 

64. Appliquons ce critérium à l'équation.... 
x3 — ax — 5 = 0, 

iet faisons j~-s j j_i ~-*i j ^3^~«,,etain8idesuite. 
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Coefficiens des ëqnations.... 

enx i-H>— 2— ^....en Ci—t).rr. 54-174. 17+ 6 

en (X'-i) 1+34- i~~6..^.en (z.—i).... 64-174-154- i 

en (j>— a) . . . . <4-*54-ïo— i....en (1,— i)....i— 7— a3— 1$ 
en (*— 3).... 14-94-354-16, 

Et pour la recherche des racines n^atives, soîtA;= — x, 
j =- z , etc. 

CoefBciens des équations.,.. 

enx 1—0—34-5.... en (t— i)....54-ï5+'ï-M 

en (i-i).... 14-34-14^ 

Ces transforraations coBatërales suffisent, comme l'oa 
Voit , pour la résolution approximative de réquation, à 
moins d'une unité près ; elles donnent Fezclusion à tout 
nombre négatif; et elles excluent en même temps tout 
nombre positif, excepté le nombre 2 , lequel est admis 
pour le plus grand nombre entier compris dans la racine, 
par I« double motif que le dernier terme de l'équation 
en(:c — 3) est de signe contraire à celui de l'équation 
en (as — 2 ) , et que le dernier terme de l'équation colla- 
térale en (:?, — I ) est négatif : ces deux m.odis coiaâ4ent 
toujours ensemble. 

55. Ces tran^rmations suffisent aussi pour détermi- 
ner , à moins d'une unité près , les racines réelles d'une 
équation j toutes les foi» qu'à chaque couple d'équations 
en (x — p) et (x — p — i), dont les derniers termes 
respectif sont de même signe , correspood une équation 
collatérale çn (■?> ^- x } qui n'a que des permanences de 
signe. 
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. Exemple.,, *x^ — iaa:3-hfi8dî*— i3ax-h xai e=o. 
Coe£5cîens des équations. . . 

•a* I— ia+58— i39+iai . . .en («— i) . . ifli-|-35a+388+i()»+3fi 

«a (i«— i). . . I— 8+fl8— 48+ 36. . .cb (ï,— i). . 36+ 9G+100+ 48+ g 
«i(a>— .)...!— 4+10— ia+ g...eiiC«^i).. 9+ a4+ a8+ iS+ 4 
«.(^^3)...!+ 0+4+ 0+ 4...enC«,-0.. 4+i6+a8+a4+3 
«ii(4>-^...i+ 4+10+ 19+ g. 

Les transformées collatérales donnant ici I*ezclusion à 
tout nombre positif, et la proposée n'ayant point de 
permanence de signe, parcoaséquent point de racine 
négative , il s'ensuit que toutes ses racines sont ima- 
ginaires. 
Autre exemple. .. . x^ — 5x3 -t- 5x* -*- 6 — ^^iasso^ 
Coefficiens des équations.... 

•n X I— 5+ 5+ 6—19 en («— 1) is+4a+4g+B5+ ^ 

ra (X-0-..-I— i— 4+ 5- 5.... en (t^i).... 5+i5+i9+i4+ 4 
« C«— a)....i+ î— »— a- 4.. ..en (»,— 1).... 4+r8+3a+a3+ 4 
«D(»^....i+7+i3+7-4....en (*t-0--- 4+ y*^i»-«»-a4 
•n (3^-w0....t+ii+4<>+58+3a. 

Fuis fyn. îaàt X — ^-« -j r — ""j «*«• 

Coefficiens des équations.... 

en X 1+ 5+ 5— 5— « en (z— i)...ia+54+85+ 5i+ 7 

en (:fr— i)...i+ 9+aS+ ai- 7 es (z,— i)... 7+ &-4ït— 10a— 5« 

ta (X— «)...i+i3+59+io6+5a. 

D*après les transformées collatérales , on reconnoit que 
les seules racines réelles de Téquatioa sont 3 et < — i , 
À moins d'une unité près. 

56. L'uniformité des signes dans Téquation en (.?, — i ) 
ne permettant pas d'attribuer aucune valeur à {X'—p) 
entre o et i , on peut demander si la proposition inverse 
est également vraie; c'est-à-dire, si celte uniformité a 
toujours lieu j lorsque x — p n'a «ucune vfcleur positive' 
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înfërieure àTuait^. Si cela étoit, od voit que f emploi des 
transformations collatérales ne fourniroit pas seulement un 
motif certain d'èxdtision. contre des nombres qui n'ap- 
partiennent pas aux racines de l'équation proposée, maù 
qu'il feroîc aussi counoître avec certitude les nombres 
entiers qui sont, à moins d'ime unité près, des racines 
de cette équation. 

57. Pour obtenir la répons e àcette demande , n faut 
considérer que si x — j» n'a pas de valeur entre zéro et un , 

alors Téquation en z^ ou '-' _^ n'ayant pas de valeur m- 

périeure à Tunité^la transformée en(^^ — i) ne peut avoir 
pour racines réelles que des racines négatives. Donc tous 
les facteurs ré^ attables que CËtte transformée peut avoir, 
sont de la forme «, — i-hA; et si ces facteurs ne sont 
associés qu'A des fecteurs du second degré de la forme 
(^,— i}*-trP(a,— i)-hQ,(A,P et Q étant positifi 

(a^ — j) n'a pour lors aucune variation de signe. Or cette 
forme des facteurs du second degré a. toujours lieu dans 
la transformée, à Texception d'un seul cas, savoir, celui 
où l'équation en (a: — j;) a ime «1 plusieurs couples de 
racines imaginaires de la forme -\-f-\-\^ — ^ ; ensorte que 
yet ? étant l'un et l'autre moindres que Vunité , on ait 
p <.f{ ï — S) y fit parconséquent ^ < ■?. 
En effet lorsque 

et .,-.=^-t+^. 
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la partie réelle aV^ — ï ne peut être positive, à moins 

que le dénominateur y* -4- ip ne soit plus petit quey; ce 
qui n*a lieu qu'autant quey et p sont des fractions , et 
qu'on a ?</— j^,où ?<y(i — •/)) d'où fl suit que 
-9 est alors moindre que \ ou o,a5; vu que \ est , comme 
on sait , le . plus grand produit que puisse donner une 
fraction multipliée par son complément k l'unité. 

Ce cas est le seul qui , introduisant d^ns la transformée 
en(Zf — i) des facteurs de laforme (z^ — i^ — P (z, — i)-hQj 
pourroit y donner lieu à des variations de signe, et laisser 
subsister la présomption de l'existence des racines entre 
séro et un dans l'équation en (:r — p). 

58. Ce cas d'exception s'évanouira nécessalresnent par 
VefTet des opérations ultérieures de notre Méthode ^ 
comme on va le voir dans le chapitre suivant. Mais il 
suit dès à présent, du numéro |n-écéâent , que la seconde 
partie de tutic M^îthodo fait coûnoîtm avec certitude, 
tantôt l'absence de toute racine réelle dans l'équation, 
en (j; — p) entre o et i ; tantôt l'alternative de l'exis- 
tence de plusieurs racines entre zéro et z , ou de celle 
d'une couple , au moins, de racines imaginaires , dont la 
partie réelle est une fraction propreiiient dite , tandis 
que la quantité précédée du signe — sous le signe ra- 
dical , est moindre que ^ ou o,35 , etmême que le pro- 
duit de la partie réelle par son com^^Pent i l'unité. 
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CHAPITRE VI. 



Fin de Vexposition de la nouvelle Méthode. Troisième 
Partie. 

59. LoRSQD'oif aajt avec certitude que la proposée a 
une ou plusieurs racines comprises entre p et p -h i , il 
reste à trouver une valeur exacte de ces racines jusqu'au 
fj^ième chiffre décimal j et quand on a lieu seulement de 
présumer leur existence , il reste à opérer la vérification 
de ces racines douteuses. Un même procédé va remplir 
ce double objet ; c'est-à-dire que la méthode d^approxi- 
mation pour les racines déjà connues j sera en même temps 
une méthode de ■v6tl.(x\j»iX\ju. et. u'approxlmacioa pour 
celles qui ne sont que soupçonnées. 

60. Soit qu'on oitla certitude que Féquation en {x — p) 
a quelque racine comprise entre o et i , soit qu'on se trouve 
seulement autorisé à le soupçonner, on feit 10(0; — p) = x*. 
Autant œ- — p a de valeurs entre zéro et un , autant af en 
doit avoir entre zéro et dix. Il Ëiut donc, au^moyen des 
transformées en iM-" ^) >{ ^ — 2 \ etc. , jusqu'à celles en 
{^30 — 10) tout fflFpIus , chercher les racines que l'équa- 
tion en X a ou peut avoir entre o et 10. 

On se comporte dans cette recherche comme dans celle 
des racines de l'équation en a:; et Ton parvient de cette 



y Google 



t43-) 
manière , soît k trouver la première décimale des racines 
dont la partie exprimée eu'nombre entier p est déjà con- 
nue; soit à reconnoître et à vérifier, à-moins d'un dixième 
près , Texistence des racines compt-ises entre.p et (jy-h i) , 
qui jusques-là étoit douteuse, et qui cesse deTéfre, parce* 
que ces mêmes racines ne se trouvent point comprises 

ensemble entre Çp-i-^'S et (p+^-r^)» les diffé- 
rences de ce» racines entr'elles pouvant d'ailleurs être 
indéfiniment moindres que -r?; soit encore à détruire la 
présomption occasionnée par des racines imaginaires 
./*-+- 1/ — f, dans le cas oiï le critérium ou moyen d'ex- ■ 
clusion mentionné dans la seconde Partie [â3] ^ s'est trouvé 
en défeut[&73., 

6i. On parvient, disons-nous, à détruire ce soupçon 
à l'aide des équations en (a' — p') et en {z'r — i ), toutes 
les foîs.au rooias que le centuple de la fraction ^ est égal 
ou sup«;ricui- h J j ou , <ro qi.ï vp\7Îpnt au même , toutes les 
fois qu'on n'a pas 9 < -^-^ , ou bien p < o,ooa5. 

f Pour s'assurer de ceci , il ne faut que faire attention à 
l'équation 10(3: — p) =^x. Lorsqu'une valeur imaginaire 
de (x — p) est /+ 1/ — * , la valeur correqraudante de xî 

est lo/ dbl'''''-~^°ôT, et celle de {x — p') est 

(10/ — p')-^\^ — 100 <P, ou bien /' i |/ — 100 ^, 
si Ton fait lo/ — p =)'• On raisonnera donc pour l'équa- 
tion en («V — ï ) > comme on a firit ci-dessus pour celle 
en(a^— i)[58]. 

62* Ce qui précède va s'éclaircir par l'exemple suivant. 
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Soit à résoudre Téquation.... 

X3 — 5iX»-f-76iX— A655— o; 
ou bien , X étant ég^ à lox, soit proposée cette autrd 
équation.... 

0^3 — 5,10:* -h 7,610: — 2,655 ^ o. 
L'équation n'ayant point de permanence de signe , n'a 
point déracine réelle négative, ' 

- Coeffîciens des éqiutions.». 

*a te 1—5,1+7,61— a,655. . ,«nC>— >t )...a,G55+o,355— 9,i55— o,855 

•o(J^—I).,.l—^,l^-o^l-^-OJ855... en (1,-1).. . 0,855+0,975+1, a85+-3,i65 
en(x — a)... 1+0,9 — °>79+Oi'65. ..en(i, — i).,,o,i65— o^agS — «,t&S+i,37$- 
* enCa>— 3). ..1+3,3+4,01+1,375. 

Donc zéro est admis comme racine approchée , à moins 
d'une unité près j le nomlore i est exclus j ht nombre a est 
k vérifier. 

Fourrapproximatioadelaracineadmise,soit iox=aff 
^ = z'j etc. 

en jf I — 5i +• 761 — a655 

en (j:'— i)....i —4« 4-663 — 1944 
ta (y— 2J....1 — 45 +- 569 — 1839 
en (y— 3).... I — 4» 4*483 — Ô04 
en (u:' — ^4). . . . i — 39 +- 401 — 363 ' 

es (x'— 5). . . .1 — 36 +- 336 +- 0. . 
ponc x'^=S'y d'où X = 0,5. 

iV. B. On ToU que Ie« équations collatérales en (/— i) , 
(z',-~-i}, etc. sont hiulilea dans cette circon^tlance , parceque la. 
transformée en (z— 1) n'ayant qu'une varialioa de signe , il 
s'ensuit que ûif ne peut avoir qu'une seule valeur entre o et iq , 
X n'en pouvant avoir qu^une entre ziro et un [53J. , . 
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Pour la vérification des racines douteuses j soît 

10 (* — a) = a;'j-7;= js% etc. 

Coeffîciens des équations.... 

•D 3l 1+ j— 79+165 ea (i'— 0....iG5+4iK+346+9ff 

«n (i'— 0....i+ia— 58+ gfî. en (»'>—>) gS+aSo+iS^+Si 

«n (V— 3)....i+i5— 5i+ 5i en (i',— 1).... 5i+iaa+io6+36 

«n (V— 3) 1+18+ 'a+ 36. 

DoDc sf a*a pas de valeur réelle positive ; donc % est 
exclus, et l'équation est résolue. 

Coeffîciensi des équalîons.... 

ifax. ...1—3— 3+ 7+ 8+ n...eDCii— i)... a+i8+ £9+ SS+S^+ia 

•nCas— i)...i+ a— S— 10+ 6+ia...en(*.-i)...ia+66+i34+iai+46+ 6 
èn(j7— ft)...i+ 7+i3— 3—16+ 6...eoC»,-i)... 6+14— 7— 3a— 10+ i 
enC-f— 3)...i+i3+5i+88+5o+ 8. 
. CoeSicieDS des équations.... 

«ix = — a;..,i+3— 5— 7+8— a... «n (»—!)... fl+a-..5— 4+9+0 i 
•n(x— i)....i+8+i9+i9+a+o. 

Donc une des valeurs de a: est— i , et les transformées 
collatérales ne permettent de soupçonner d'autres racines 
ïéelies qu'entre 2 et 3 et entre o et — i. 

Pour la vérification des racines douteuses positives , 
soit 10 (x — 2) = x', ou a; = a -+- — . On obtient l'équa- 
tion en x' par une addition convenable de zéros diins les- 
çpeiticiens de Téquation en (x— 2J. 
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Coeffîciena des équalions.... 

en x' 1+ 7o+i3(»— 3ooo—t(îiooo-f 600000 

en (a:'— 0....I+ 75+1590+ i33o— i6i8i5+4"î837i 
en (x' — 3j)....i+ 80+1900+ 656o — 154080+279553 

en C-t'— 3j 1+ 85+2î3o+i375o — i34935+i34oi3 

en (:»<— 4) 1+ 90+2580+19960— 102400+ 14145 

en (jl' — 5) 1+ gS+agSo+aSaio — 543-'5 — 6563S 

en (j/— 6) i+ioo+334o+^:J768o+ ii36o— 88704 

en (j:' — 7) i+io5+375o+483io+ 97145 — 36aa3 

en (x'— 8).. . .i+iio+4i8o+6o3oo+2o544o+ii3o88. 
Donc j:'a deux, valeurs, l'une entre 4 et 5,1'aiilreentre 

7 et 8 ; et parconséqucnt les racines positives de x sont , 

à moins d'un dixième près, 2,4 et 2,7. 

JV. B. L'équation en ( z, — i ) 00 (-~~ "~ ' J n'ajant <p« 
detix variations de signe , ne peut avoir que deux racines pnsî* 
tives [53] , et parconséqucnt (x — 2 ) ne peut avoir plus de deux 
valeurs entre o et i , ni j?' plus de deux valeurs entre o et le : 
led transformées successives faisant ici connaître ces deux va- 
Jeurs, il est jputi le <|e cjJ&uler Iw fplbt^aJafa- 

Four la rérification des racines négatives qui peuvent 
être comprises entre o et i , on fera 10 x = x', et par les 
transformées successives en(x' — i),(x' — 2), etc., oa 
trouvera deux valeurs pour x', comprises respectivement 
entre 4 et 5, et entre 7 et 8. D'oùil suit que les racines 
négatives de x sont — 0,4 et — 0,7 , à moins dVn dixième 
près, 

64. Les équations en (*' — /»') et en {z'^— i ) peuvent 
n*âtre pas suffisantes pour déterminer l'admission ou le 
•rejet de la totalité dès racines douteuses. Alors'on a recours 
aux équa'tions en (a:'— p'_)et en (aV — t), qu'on obtient 
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en faisant lO {af^p') = x', -p—p = «V» et en procé- 
dant comme on a fait ci-dessus pour les équations en 
(x — p) et en (aV — i )• 

Par ce moyen on approdie , jusqu'à la seconde déci- 
male inclusivement^ des racines dont Vexbtence est déjà 
reconnue j en même temps que Von découvre les racines 
réelles jusques-là douteuses , qui étant comprises entre 

(/*+ , )«t(P'i'^-^)? n'ont point pour communes 
limites (p^lL^^\ et ('p-j-^l^-^l^tlVles diffé- 

rences de ces racines entr*elles pouvant d'ailleurs être 
indéfiniment moindres que rf?- 

On détruit aussi , par ce même moyen , le soupçon qui 
auroit été maintenu dans l'équation en {x'~-i/) par les 
imaginaires y i:|y^—ioo f, toutes les fois, pour le 
moins , que loooo <p n'est pas égal ou supérieiu- à ~ ; ou , 
ce qui revient au meu», coûtes les fois qu'on n*a point 
9 < tôt;'; t ou bien ^ < o,ooooi5. Les raisonnemens sont 
ici les mêmes qu'aux numéros 58 et 6i. 

65. S'il reste encore à vérifier des racines présumées , 
ou si l'on veut pousser Texactitude des racines découvertes 
jusqu'à la troisième décimale inclusivement , on voit com- 
ment la vérification et l'approximation se continueront 
par les équations en ( x' — p' ) et en («V — i ) qu'on obtient 
en faisant lo f^*—p') = — , et-» ,=;aV' 

V * ' lO X '—p 

66, En procédant de la sorte , au moyen des équations 
en (a.'* — p"), exi(x' — p') , etc. etc. , s'il y a lieu ^ on finit 
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par déterminer quelles sont , parmi les racines présumées 
de l'équation proposée en a:, celles qui doivent être admises 
et celles que l'on doit exclure. Généralement , on n'est 
dans le cas de recourir à l'équation en ( jr" — p^'^) , qu'autant 
qu'on veut avoir des racines exactes jusqu'àJa décimale 
n^^* inclusivement , ou que la proposée a des racines 
imaginaires dont la partie réelle n'est pas un nombre 
entier , et dont la partie précédée du signe — sous le 

signe ^, est moindre quej— — ;; encore , dans la seconde 

circonstance, ce recours n'est-il pas toujours nécessaire. 

Nous sommes donc arrivés , par notre Méthode , au 
but que nous nous sommes proposé, qui est de trouver 
exactement, jusqu'à telle décimale qu'on voudra, les seules 
valeurs réelles qui puissent être assignées à l'inconnue 
d'une équation numérique d'un degré quelconque; et 
nous y sommes parvenus par le seul emploi des deux pre- 
mières règles de l'Arît^méHriiip. T,n pf^tî^juc étant la 
pierre de touche de la commodité des diverses méthodes, 
nous desirons que nos Lecteurs s'exercent à résoudre les 
mêmes équations numériques par la nôtre et par cellesqui 
Tont précédée ; qu'ils résolvent , par exemple, l'équation 
du cinquième degré du n^ 63 , et celles du quatrième 
degré du, n** 55. 
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N O T E S. 



Sur le CHAPITRE !«■. 

(A) JM ous avons dit , an sujet du prociâdé que M. Lagrange 
a proposé pour corriger la méthode des substitutioDS successires, 
qu'il pouToit donner lien , en certains cas > à des tnilliers , et ' 
même à un nombre indéfiniment plùs^grand , d'opérations super- 
flues. Soit, par exemple» une équation du quatrième degré 
ayant une de ses racines entre o et i j une autre racine entre 
s et 3 ) une troisième égale à 4 j moins un demi-raillionième ; 
et*. pour dernière xacise , 4 * pl"^ '*^'^ demi-millionième (on 
prend ici f pour plus grande commodité > une fraction ration- 
nelle ï. Dans ce Ca» j Im IîujUc Ue la plus pcfît^^ différence des 
racines sera moindre qu'un millionième. Donc si l'on Fait 
D <T?ôîôï6dan3laprogressionaritlimétiqueo, D,3D , 5D, etc. , 
le nombre des termes à substituer derra s'élever à plus de quatre 
millions ; tandis que cette même équation peut se résoudre par 
la seule substitution des nombres o » i , 3 » 5 , 4 et 5; Cettp 
extrême multiplicité de substitutions est donc un luxe infiniment 
onéreux > et l'on auroit , généralement , plus tôt fait d'employer 
successivement , pour les substitutions , au lieu de la série 
p , D , 3D , 5D , etc. , la série des unités simples \ puis » en cas 
d'insufiisanc^, celle des dixièmes; puis encore celle des cen-, 
' tièmes , et ainsi de suite. 

Ce parti seroit préférable « lors même qu'on serojt tenu 7 
ea l'adoptant, d'opérec la substitutÀon des nombres de chaquo 

7 
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s^rîe compris eiriiro pfaaqne terme de la sérïo précédente et le 
tenue suivant-, c'ést-à-dire , de substituer les dixièmes compris 
entre o et i j entre i et a « entre S et 4 > et ainsi de suite sans 
exception, etc. A pltM.forte raison, ce mode de substitution doit- 
il être préféré lorsqu'on a trou^ le moyen de ^e dispenser de la ' 
plupart de ces intercalations on substitutions intermédiaires « 
ainsi que cela se rencontre dans notre Méthode. 

Par le même motif, dans une équation dont la plus grande. 
racine paroitroit susceptible de renfermer dans sa valeur des 
dixaînes, ou des centaines, etc., on devroit employer , pour 
les premières substitutions, la série des dizaines, ou celle des 
centaines , etc. Les termes de chacune des progressions arith- 
métiques qu'il convien^roit d'employer successivement, peuvedt 
êire représentés d'une manière générale par o, lo', 3.10", 
S.iC, etc.*, nétantnn nombre entier positif, ou zéro» ou un 
nombre entier négatif. On doit commencer par la substitution 
des termes de la progression dont la différence 10' est -la puis- 
sance de 10 immédiatement infêrieure à la limite de la pins 
grande racine positive. Si cette limite , par exemple > itoit 
comprise entre cent et mille, la différence de la première pro- 
gression à employer serolt 10'. l.a dernière pcogresslon à. la- 
quelle on puisse être dans le cas de recourir , est celle dont 
la différence est la puissance de 10 immédiatement inférieure 
à D > mais on pourra souvent , ainsi que nous l'avons fait 
observer, se trouver disprasé d'en venir à cette progression, 
et même à plusieurs de celles dont l'emploi doit précéder le 
ûen. L'exemple allégué au commencement de cette note en est 
une preuve sensible. Quoique les puissances de tout autre nombre 
que 10 pussent être prises pour les différences respectives de ces 
progressions , ce dernier nombre doit, en général , être adopté 
de préférence , à cause de la facilité des calculs, qui résulte 
de ce qu'il est la base du système de numération usité. 

Si les quatre premières raciiies d'uoe équation proposée, da 
sixième degré^ étoïentdes imaginaires dont la partie réelle fât un 
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nombre entier positif moindre que Sf les dent derojères racine* 
restant les mêmes que cl -dessus, c'est-à-dire, A-—rzôl^âi 
et4+T7â7sôô'»aloi^> les quatre millions, etplus, desubsiitulioosà, 
opérer, seroient rigoureusement nécessaires pour la résolution do 
l'équation , selon la méthode de M» Lagrange ; et cette dure 
nécessité est encore un inconvéuient extrêmement grave. Pour 
résoudre uue semblable équation , à moins d'une unité près , 
•uivant la nouvelle métbode, il ne faut que quelques minutes* 

(B) En parlant du fameux tbéorème de Descartes , l'illuslre 
Auteur du Traité de la Résolution des Equations numériques 
jrrappellequeles Angloisattribuentcetter^le à leur compatriof o 
Harriot. Il est vrai que Descartes, de son vivant même, fut 
accusé , par les Angloisi , de ceUe çspioe de plagiat , comme ils 
,Ont formé depuis une semblable imputation contre LeibnîtZi 
Mais en rappelant cette accusation surannée , qui n*a point 
empêché que le théorème dont il s'agit n'ait été constamment 
appelé la Régie de Descartes , il est juste aussi d'observer 
qu'elle a été dstruite par plusieurs Auteurs du dix-septième 
siècle. Le F. Prestet , dans ses Ëlémens imprimés en i6dg , 
proToque > à ce sujet , la comparaison des écrits d'Harriot avec 
ceux de Descartes. « Lorsque M. Watlis , dlt-il^'ub peu trop 

> jaloux de la gloire que la France s'est acquise dans les 

> Mathémathiques, vient rennureler cette accusation ridicule, 

> on est en droit de ne le point croire , puisqu'il parle san» 

> preuves. M. Hudde , faollandois; qui n'est point suspect, puis' - 
9 qu'il n'avoit aucun intérêt à soutenir l'honneur des auteurt 
it fran^ois t est bien plus équitable dans le jugement qu'il port» 

> de M. Descartes». > 
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Sur le CHAPITRE II. 



(C) JLrSS deux propositions, dont dépend l'Âlgoritlime du 
chapitre second , nous aroïent paru nouvelles. Mais nous ne 
devons pas taire que M. Legendre , dans son rapport sur une 
partie de notre travail, cd &- j^g^ autrement. Suivant lui, «ces 
> deux théorèmes que l'Auteur regarde comme nouveaux , ne 
» sont qrie l'énoncé de propriétés déjà connues , relatives & 
ï. la sommation des suites , et ce qui lui appartient se réduit 
». à l'Algorithme propre à opérer le» transformations ». 

. Si l'on considëre que le second de 'ces théorèmes et l'Al- 
gorithme ne sont qu'une seule et même chose , ou aura sans 
doute quelque peine à comprendre que l'un appartienne à 
l'Auteur , si l'autre ne lui appartient pas. Peut - être le Rap- 
porteur se seroit-il exprimé avec plus de justesse et de yu^/içr j 
s'il eût dit que ces deux propositions , jusqu'ici inconnues V 
sont des conséquences si faciles k déduire des principes déjà 
reçus, qu'il peut paroître étonnant qu'on ne s'en soit pas avisa 
plus tôt. Peut-être, du moins, auroit-il mieux valu que M. Le- 
gendre, en niant la nouveauté de ces propositions , ne se f&f 
pas borné à cette simple négation, et qu'il eût bien voula 
indiquer en quel ouvrage , élémentaire ou non, elles se trouvent 
consignées. Quoi qu'il en soit , d'après l'imposante autorité du 
savant Rapporteur , on conçoit qu'il est ioulile de s'arrêter 
ici à prouver des propriétés connues. 

(D) L'Algorithme indiqué au n" a6, pourroit être employé 
à la recherche directe des racines négatives; mais il nous a 
paru plus simple et plus commode de ramener cette recherche, 
comme on a coutume de faire , à celle des racines positives et 
d'emplojer, à cet effet > notre Algorithme ordinaire. 



y Google 



f 53) 
(E) L'Algorithme du second chapitre; en perdant un pen 
de a& simplicité > peut s'étendre, au calcul de la transformée 

en(j: — V), d n'étant plus seulement une puissance de lo ; 
mat« un nombre entier quelconque. II faut, pour cela, faira 
x-=~i t et , pour avoir les coefficiens-de l'équation en x', mul- 
tiplier respectîvomeat ceux de l'équation en x , à compter de 
celui dea", part/*, //*, d*,... à'. Ensuite, par de simples addirions 
et Soustractions, on se procure [n°* as , 34, 35] la transformée' 
eu ^ — n, dont lescoefKciens , à compter de celui de la plus 
haute puissance, respectivement divisés par d'^d', d' ,... ff" , 
deviennent ceux de l'équation en (x^ t\ Par ce procédé," 

le nombre des multiplications ?t dlTiisions est dioiiQué, autant 
<2u'll se peut. 
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Sur ie CHAPITRE IH. 



(F) On a vu [n"35] comment on peut déferminet une 
limite, eo moins « de la plus petite valear positive, et un» 
Kmite , en plus , de la plus grande valetar que puisse avoir 
l'iDConoue d'une équation. Mais il est ane remarque qui n'a pas 
encore été faite, c'est qu'on peut déterminer deux limites sem- 
blables pour les valeurs réelles qu*nne équation peut avoir entra 
ïéro et un j et roici comment. 

Four obtenir une limite moindre que la plus petite racine ; 
on use du même procédé (|u'au n* 55} c'est-à-dire, on prend 
Je quotient du dernier terme divisé par la somme de ce même 
terme et du plus grand coefficient précédé d'un signe con- 
traire : ce quotient donne nécessairement une fraction pour 
1 imite de la plus petite racine positive. 

I<a limite de la plus grande racine qni puisse être comprise 

entre zéro et un , ae d^eouvr» k ValAm A» la trannForm^en^^— i^^ 

après qu'on a changé les signes de ses coefficiensde rang pair : le 
plus grand coefficient de cette équation , ainsi modifiée , de signa 
contraire à celui de son dernier terme, étant divisé par la somme 
de ce coefficient et du dernier terme , le quotient est une frac- 
tion dont la valeur surpasse celle de la plus grande racine que 
la proposée en J: puisse avoir entre o et i. Cette fraction est le 
complément, à l'unité, de celle qui exprime la limite de la 
racine la plus voisine de zéro , que l'équation en (;c ^ i ) puisse 
avoir entreo et — i. Avec un peu de réflexion, on apperçoit aisé- 
ment la raison de ceci. 

On jugera , par la suite de ces Notes , de quelle importance 
peut être cette remarque. 
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Sur le CHAPITRE IV. 



(G) JrABMi les cas susceptibles d'être résolus par la première 
partie de la nouvelle Méthode» oo a compté «Mui eu 1« pro- 
pd^ n'a ni raciues imaginaires» ni plusieurs racines réelles 
comprises entre deux nombres entiers p tsl p'\- 1; Il peut néau- 
moins se présenter alors une difficulté, provenant de la pré- 
«ence des racines commeiisurables dansi'équalion : en Toici un 
exemple arec le mojea d'/ obvier. Soit l'équation... 

OQ a les coefficiens des équations. . . .' 

en X..... i-i-i— S-f-i 

en (x— i) i'4-4+!^+o* 

Dans cette circonstance où la proposée a l'unité pour racine , 
Il se pourroit qu'il y eût une autre racine entre zéro et un > dont 
l'eiistence ne ««roit point manifestée par le dernier terme. Si 
cette racine existe en effet , on s'en assurera en prenant la somma 
des trois premiers termes de la proposée i -f- 1 ■*- 3 j laquelle 
sonmie égalant — i > est de signe contraire au troisième terme 
-f- a » de la transformée en ( a:— i ) » et par conséquent , atteste 
l'existence d'une racine entre o et i . 

La raison de ceci est que «dans cecas» l'équation du deuxième 
degré qui résulte de la division de la proposée par x-^i , a pouf 
ses coefficiens respectifs les sommes-premières des coefficiens de 
la proposée , à commencer du premier jusqu'au troisième. Cet 
sommes étant i> a» — i » l'équation du second degré est. . . . 

a;' + 2X — I = o , 
dont la transformée en (x— i) est.... 

(a: — i)»+4(*"''i) + 3 = 0. 
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Ceffe opération aeroît inutile , si l'on savïdf d'arance que la 
'proposée S'a point de racines imaginaires > la simple comparai- 
son des signes de cette équation arec ceux de sa transformée étant 
alors suffisante ponrmanilèsterl'existencedela racine entre et i. 

Quoique l'exemple employé dans cette note* soit celui d'une 
équation en:c dutroisième degré, dont la transformée en ( j: — i ) 
n'a que son dernier terme égal à zéro, le procédé est général. ' 
La proposée étant du degré m , et /sa transformée en Çx — i ) 
a/ant ses n derniers termes égaux , chacun , à zéro , il faut 
«lors prendre la somme des m-^-i -^n premiers coefficiens de 
l'équation proposée j oette somme est la valeui du dernier tenue 
^ l'équation en x du degré ( m—n ) , qui est le même degré 
auquel la transformée en (ai — i ) se trouve abaissée pai l'éga-. 
Uté à zéro de ses n derniers termes, 

(H) Nous n'aurions peut-être pas dâ faire mention , ann'4^V 
de l'objection opposée à la nouvelle Méthode ^ mais nous sarons 
que cette objection a été faite dans les propres termes que nous 
-avons rapportés ; et dès lors il a bien fallu en montrer la frivo- 
lité. Quelles sont d'ailleurs ces Méthodes ordinaires qu'on puisse 
dire plus expéditives , et ea même temps aussi sûres , aussi 
générales que la nôtre ? . 
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Sur le CHAPITRE V. 

(I ) Outre le critérium que nous troDS fait connotfrc [n* 55| ,' 
il CD existe plasîeurs autres qui , sans avoir fous le; avantagesdn 
premier , peuvent souvent en tenir lieu. Un'sraood critérium 
consiste dans ce corollaire aussi- jmporint par son utilité qutt 
&cile à déduire do la remarque ^ue nous avons consignée dana 
la note (F) : 

l^ne équation n*a point de racine entrw xiro €t un , lortgu* 
la limite t ex moins» dt sa plus petit» racine , cet égale ou 
eupérieure à la limite , en plua , de la plus grande racine qu'ell$ 
puisse avoir entre oeti. 

$oit, pour exemple , la même éqnatioa du n* 5S. . .i 

a*_4r« + J« — 6 = 0. 

Coefficient des équations.,.. 

en d> fr-4 + ' — ^ 

«(as — i) 1 — i^-a— 6. 

Ici la pins petite valeur que « puisse avoir enf r« o et i « doit 
être supérieur'e & { ou y^ et la plus grande doit ^tv au-deatoot 
de I ou 7 ; la contradiction qui se rencootre entre ces deux oon* 
ditîons &jt voir l'impossibilité qu'il y «it des yaloun pontâre» 
de X an-dessous de l'unité. 

(K) A l'aide du critérium que aom aveut ÎBdîqné dani 
1« note précédente , ou peut aeweat résoudre une équaltom 
nomérique , mm avoir basoin «le leooarir «ut trutforméei 
çoUatéralet. 

S 
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Prenons pour exemple la même équation .... 

a^— . 4a5« _f, 5aj — 6 = o. 
CoejQKciens des équations. . . 

en a:. i— 4+ 3 — 6 

en (a;— 1 ). . ..1 — I — a — 6 
. . en (a: — a). . ..1 + a— i— 8 

en (aï — 3) i+5+ 6 — 6 

en (a:— 4) i -|-8 -(- 194-6. 

.On a déjàrn que x ne peut avoir de valeur entre o et 1. 

La pins petite racine de l'équation en ( x— i ) doit surpasser 
f > et la plus grande racine positive > inférieure ki, que cette 
'équation puisse . avoir > doit être au-dessous de ~ ou |. La con- 
tradiction est évidente. Donc l'équation en (x^ i) n'a point de 
Racine positive entre o et i -, et par conséquent » celle en x n'en a 
point entre i et 3. 

De même. * ■ les fractions qu'on vondroit admettre comme 
racines de l'équation en (x — a), devroient être en même temps 
au-dessus de -^on|; etau-dessousde^^conditiotisincompatibles. 
Donc l'équation en (x — a) n'a pas de racine entre o et i j et 
par conséquent celle en x n'en a point entre' a et 5. 

L'équation éa (x-^5) n'a qu'une- racine positive qui est 
manifestée entre o et i } par conséquent x a une valeur positive 
entre 5 et 4. Et la proposée n'a pas d'autre racine réelle , vu 
que nlayant point de permanence de signe , elle n'a point de 
racine n^ative , et que l'absence des variations de signe dans 
latran^ormée en (x — < 4) établit le nombre 4 pour limite de la 
|]liis grapde racine positive de la {woposée. 

(L) Un troisième critérium s'ofire encore & nous : Une équa* 
tîqTh ^'^ point d$ racine entre zéro. et tinylorsque la suite 
fifpn^s par Je^, sommfis-premières de sef coefficiens pris à 
Tpbo_ipv t ntf présente poinP_de liariàtion de signe. Cette propo- 
sition est une conséquence de notre Âlgorithpie[-n'' ao]; car 



y Google 



(59) 
il est évident qae l'absence des TaiîÂtions de signe dans cefte 
mite > entraîne cette même abseace dans la transformée colla- 
térale. 

AiDsidaoslamèmeéqualioa qai vient de nous serrird'ezemptei 
les coefilciens pris à rebours étant. . . . 

— 6+5—4+1, 
les sommes-premières sont. ..•^6^3 — 7^6; 

d 'où il rai t que l'équation en xn 'a point de racine entre o et i . 

Ce critérium s'applique pareillement aux deux transformées 
de cette équation en (x— i ) et en (x— a). L'opération qu'il 
exige peut souvent se faire mentalement , et même d'un coup- 
d'œil, cooune cela se trouve dans le cas pris pour exemple j ce qui 
rend ce critérium très>commode. 

(M) n est encore d'antres circonstances où Ton peut se 
dispenser de calculer les transformées collatérales. 

Lorsque les transformées successives en (^x—i), (a>— a)> etc. 
ont fait découvrir autant de racines positives que la proposée a 
de variation) <!« signe , on voit que les collatérales eu ( z — l ) ^ 
(i,— I ) » ( z,— 1 ) » etc. devieuneut inutiles. C'est donc sura- 
bondamment que ces dernières ont été emplojées au n" 54/ 
dans la recherche des racines positives de l'équation ,.,,.,., 
sc^ — 3x^5=0 ; et aun° 55 » dans celle des racines négatives 
de l'équation a:*— 5x'+5a5'+6a! — ia=o. 

Dans la première équation de ce même n" 55 ^ la seule règle 
de Descartes reudoit inutiles toutes les transformées collatérales^ 
à l'exception de celle eD(z. — i). Il suffît, pour s'en convaincre^ 
de jeter' les jeux sur les signes des coefficiens de cette équation» 
et de ses transformées successives. On en peut dire autant pai; 
rapport à l'équation en x du n" 6a ^ et à ses transformées succes-t 
sives. Eu général j il ue &ut point perdre de vue cette règle de 
Descartes, dont les applications se présentent fréquemment dans 
la nourrie Uélbode. 
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LortqnVn est parrenH à découvrir m ~- a racinef réelles d*an«t 
étjiiatioa da degré /n > on ne peut supposer que les deux restante* 
aient des valeurs réelles comprises entre deux nombres entier* 
p et p-i-t , ai l'équation eo (x—p— i) n'a pas au moins deux 
permanences de signe de plus que celle en (at— ^)» Ainli dana 
l'équalion du d" ^6, a^ — jas -f- 7 = o > lors même qu'on igno- 
reroit que toutes ses racines sont réelles , la seule vue des 
transformées successives apprendrait qu'il ne faut checchn let 
deux racines positives de la proposée qu'entre 1 et 3. 

(N) Le critérium qui est indiqué au n' 53 , et que l'on doit 
considérer comme le plus important, peut être généralisé ainsi : 
une équation en z ne peut avoir plus de racines comprises 
entre zéro et u, qu'il n'y a de variations de signe dans Pé' 
guation en(i — i ) ; u représentant une pale^ positif e quel" 
conque, et z égalant-. ' , 

Sur quoi , il faut obterver qu*en faisant z'^=zuz f on a les 
mêmes variations de signe dans l'équatiao en ( z' — i ) on 

f - — 1 j que «lau» celle en^«— ^^ ou { Z.'^T, } î ens<wto 

qu'il suffit* sous ce rapport ^ d'obtenir la première. 

Ainsi la proposée en x n'aura point de racine entre xéro el 
ù, lorsque la transformée en (^— i ) ou^"—-i^ n'aura que 
de5 permaoencfS de, signe. 

Cette uniformité des signes de la transfermée aura cons- 
tamment lieu, lorsqu'il n'y a aucune vi^ur de x entre o 
•t u » si- ce n'est quand la proposée a une ou plusieur» 
couples de racines imaginaires de la forme fda y/^^^/a.yant 
une valeur positive moindre qne celle de u, et p étant moindre 
que/" ( u — /) , et par conséquent moindre que — . Co cas 
d'exception est le seul qui puisse produire quelque variatisn d* 
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(6. ) 
t^e dxns U freDfi&nnde en ( 2'— i ) > encore n'ea ett-ce pat- 
un efîèt nécessaire. 

Dans ce cas, n u=:t ,f est une fracHonj et ip est < K 

SittssiOt/esteiktreaet 10, et ç est < ^ ou a5. 

Sl2<^ loo^yest entre a et leo, et 9 est < ~- ou aSoo. 

Et •généralement, si u=i 10% y est entre o et lo", et^est 
'<,~T- OU aS.io*^'^ Ceci a également lien lorsque l'espo- 
sant n est négatif. 

, Ces résultats se lient avec ceux des n*" 57 » 61 , 64 ; et ce 
critérium, ainsi généralisé ^ se démontre d'une manière ana- 
logue & celle du n* 57 : «* ou ï e«t ici ^7= ou *^^ . "* ■; 

ainsi la partie réelle de z'— i est-^ Vx ~"* i quantité qui ne 

peut être > o qu'autant que le nombrey est positif et plus petit 
que u , et que 9 est </( « — /). 

^O} Apf^quons ceci k r^uatioa....- 

X*— iaa::*+ SSx-"^ iSax-f- lai = o.' 

Cette équation est la même qui a été résolue an u* 55 V 
hk l'aide de ses transformées successives en (x— 1), etc., 
et des transformées collatérales en (2— 1)7(2, — 1), etc. 
Il est aisé de reconncûtre [55] que ses racines positiTet, si 
•lie en a , sont nsoindres que S. 

Les coefiSciens de l'équation inverse en z ou - étant. . f 
lai — i5a+58 — la+i} 
•eux de l'équation en z' =: 3z sont. . . 

131— S.i33 4-S*.58 ~5\i3 +S4; 
•a Inen lai — $964^ 5a3^ 5a4 + 8i* 
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Let coefficiens de réqnation «n (:^—i), calculéi pw 

l'Algorithme , sont 

131+884-604-16+4. 
Donc la ]»opo8ée n'a point de racine positive moindre qne S ; 
et comme elle n'en peut avoir qai soit égale on supérieure à 
ce nombre , et que l'absence des permanences en exclut tonte 
racine négative « il s'ensuit que l'équatioa en a> n'a point de 
racines réelles. 

L'application de ce critérium n'a pas le même résultat dans 
l'équation snlrante. . . . 

^B*— 3,ia:*4-Oj4ï^4-o,855:=o , 
équaUon dont la pliu grande racine positive, s'il j en a , est <4* 
Les coefficiens de l'équation en 2'= 4^=-, sont.. . . 

0,855 4- 4 X 0,41 — . 16 X a,i 4- 64 * 
ou bien,!." o,855 4- 1,64 — 35,6 4-64. 

Ceox de l'éqnalion en ( z'— i ) sont. . . . 

o,855 4- 4,2o5 — 27,755 4- 3a,895. 
Donc la proposée ena: a, soft wnecotij^ déracines positives, 
soit une couple de racines imaginaires dont la partie réelle est- 
entre o et 4t ^^ dont la partie précédée du signe ^ sons le 
signe 1/ est < i ou < 4. 

Si l'on fait attention que les coeffîcieas de cette proposée sont 
les mêmes qne ceux de la transfermée en ( x — i)dan*6a,on 
appercevra aisément que c'est un cas d'exception semblable à 
celui qne présente l'équation en x résolue dans ce numéro. 

(P) Le problème de la résolution des équations numériques 
étant réduit par la nouvelle méthode à la recherche des racines 
d'une équation comprises entre zéro et un , il est avantageux 
de multiplier les moyens de reconnoître l'absence de toute ra- 
cine réelle entre ces deux limitei : en vojci donc un quatrième. 
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Oa prendra la somme des coefficieos de signe eoDfraira & 
celni du dernier terme -j si elle n'est pas plus grande que ce 
terme , oq en conclnra évidemment que Téquation n'a pour 
racine aucune valeur entre o et i. 

' Ce mojen si simple , appliqué successivement aux diverses 
transformées , suffît quelquefois à la résolution d'une équation. 
Reprenons Texeniple déjà emplqyé. • ■ . 

Coefficiens des équations. ■ . . 

on x I — 4+ 5 — 6 

en («— 1 ). -.1 — 1 — a— 6 

en (x — a). ..I +a — 1 — 8 

en(x— 5)...i-f-5+ 6—6 

An premier coup-d'œilielé sur les coefficiens « onreconnott 
à l'aide de ce quatrième critérium j que la proposée n'a point 
de racine réelle entre o et 3; et par la r^le de Descartes , 
xm voie que la proposée n'a qu'une racine réelle , ctAnprise entre 
S et 4* Celte seule règle , d'ailleurs * sufBsoît pour indiquer 
l'abMiKe de toute racine rédle entre i et 5. 

( Q ) Si l'essai du moyen précédent n'a pas suffi , on peut 
aussi prendre la limite , en plus , des valeurs positives que 
l'équation peut avoir pour racines entre o et i, en la manière 
indiquée par la note (F ) , substituer cette limite à la place de 
l'inconnue dans le$ termes de signe contraire à celui du dernier 
terme , et prendre la somme des termes où la substitution a été 
faite. Four que l'inconnue puisse avoir quelque valeur entre 
o et I > il faut évidemment que cette somme surpasse la va- 
leur du dernier terme. Ce mojen est d'une application assez 
facile , quand la limite dont il s'agit est une fraction dont les 
deux termes n'ont» chacun , qu'un seul chiffre ; et il est souvent 
aisé de s'en procurer une semblable. 
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(R) Sil'oofaif — (j>—i)=s5,etpaf conséquent— «=0—r, 
apr^ii le changement des signes des termes de rang pair danl 
les équations en (a;— i ) «t en x , on aura deux équations en ^ 
et (^ — i) , auxquelles'on pourra appliquer les mftmes raojrenf 
indiqués dans les noies précédenlen , pour manifester l'absenco' 
des racines réelles entre zéro et un dans l'équation en Ç^ et 
par conséquent dans celle eu x. 

(S) Ces divers moyens tendant à diminuer beaucoup !a 
nombre des opérations , ue doivent pas être négligés dans l'usage 
de la nouvelle JVIétbode. Néanmoins il pourra parottre conve- 
nable de ne point embarrasser les commen^ans par trop de 
détails , et de les exercer d'abord à résoudre les équations par 
les seuls procédés indiqués dans le corps de l'ouvrage. 

(T) Un critérium d'une plas grande importance est celai 
qui résultera de la seconde proposition du n° 3g , si on l'admet 
«n principe général pour une équation quelconque. «Itarrîv* 
» quelquefois dans ces matières , dit Fontenelle , que l'on trouT* 
» de bonnes méthode^ , et qu'il n'est pas aisé d'en trouver une 

> démonstration assez précise ou assez claire. On voit la routo 
y qu'il faut tenir , on voit que Ton arrivera , on arrive tou- 
Tt jours ; mais à toute rigueur , on pourroit douter « et on ns 

> forceroit pas un incrédule , triomphe indispensable pour let 

> Mathématiques V. Et cependant la règle même ds Descartes> 
la théorie des parallèles, et plusieurs autres vérités mathéma- 
tiques > ont été généralement admises long-temps avant qu'elles 
aient été rigoureusement démontrées. 
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Sur le CHAPITEE VI. 

'(TJ) iJ'APllis le» 'éqnations. .-.T7 

,io(x—p)=a', ioCj/— /)=*",. . . .-.io(«?-;>— jB<^')Œit<:», 

on reooBnoît aisément qw 

H est donc facile de passer , respectiTement , des équations 
Bo^x' — />'), X^ — /^)» (^ — P')' ®t°* ^"* équations en 

Généralement, les coefficians de l'équation «n (?*'—?<*) 
du degré m, divisés respectiTemeo*, à compter de celui de la 

plus haute puissance, par (lO")*, ( i»")', ( •"')"> deviennent 

les coefficien» de l'équaUon en (»— _p— jj— . ~mO' 

Ainsi le terme tout connu de cette dernière équation esf 
égal au terme toot connu de eelle en (i«— p« ) , divisé par 
,Q"«, Par conséquent , le dernier terme d'nne transformée en 
/x('>— ^) , divisé par ïO~, est égal au résultat que donne le 

nombre(p+Y'+ +^) 'nbstitué à x dans l'équation 

proposée. 

(a) 11 résulte de ce qui précède que les transfermées en 

- Aj. «) , (s^^p') , etc. , sans autre opération ultérieure de 

calcul que le placement convenable de la virgule indicative des 
décimales, donnent arithmétiqueuient les valeurs de l'ordon- 
née >, correspondant ara vdeurs entières et .décimale» do 

9 
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l'abscisw « t dans la courbe qui a ponr équation. . . 

A^ + A,a^'-i^ A^.x' + A^'^ry. , 

On ne s'arrêtera point ici à montrer comment la considé- 
ration de ces valeuï» numénques de j peurent contribuer à la 
résolution d'une équation numérique. 

(b) Une autre conséquence est qne les coefficiea» de l'équft!- 
tion en (ajt'î; — lo)^ respectivement divisés par io% lo', io%...io", 
deviennent ceux de l'éqnatlon en (a:^*-'' — jfi'~*^^iy-j c'est-à- 
dire , l'équation en (a/— lo), ainsi modifiée *.deTient ooUe ep 
(a)' — j»— i)j l'équation en(aï'— lo) devient pareillement 
celle eo (y—/— i),et ainsi de suite. Cela se prouve généra- 
lement par l'équation 10 («^•~*'— ^'"r'^^^ct^'^j d*où : 

a^"> — 10 ce 10 ( a:^'> — p*"-" — i ), 

Or cette conséquence mérile qnelcjue attentiob , en ce qu'elle 
£>atnit au calciriafeujp un oontnSle > ou , ccwame on s'ex|Nrim« 
eo Âritbmétlquei ,. un^preut'C de la justesse des calcul» relati& 
aux. transfor^nées successives. Et par cette raison , lorsqu'on 
attache quelque importance à éviter les erreurs, et que les 
mimes opérations ne se' font point concurremment par deux 
calculateurs qui se servent mntnellement de contrôle , il con- 
vient de continner les transformations jusqu'à, celle en (a^— lo) > 
quoique , sans oe-motif , on fOt souvent dans le cas de s'anétei 
plus tAt. 

Prenons pour exemple l'équation.dn cinqnièmedegr&dn«*fô. 
Oq a pour les coefficiens de ses transformées. ... 

en (x — a)....i-t- 7 + 13 — 5 — 16 + 6. 

en (:r — 5) i + ia + 5i+8«+5o4-8. 

On s'est trouvé dans le cas de faire io(x—2)t=a/f et de 
calculer les équations en (x'— i), (a/ — a), etc. , jusqu'à 
celle «m ( ai' — 8 ) ; niai« pour s'assurer qu'il n'j a point d'erreur 
de calcul dans ces transformations j il ÙMt tes continuer jusqu'à 
l'équation en ( as'— lo ). , 
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Coefficiens des transfermées 



en (a/ — 8). . . .i+iio+4i8o-{-6o3o6-|-aft544o4-"5o88 
en (x' — 9). . . . i+ii54-465o-|-754i<H-5388a5+585oï9 
en (a^— .io)....i+iao+5io<H-88ooo-f-5ooooo-l-8ooooo. 

I.es coefficient de la transformée en (j/-— 10) re^oeotlTemenf 
âiv'uét par 10% io% io% 10*, deviennent 

I -f- 13 + 5i -(-88 + 5o -f- 8 > 

ils se réduisent > comme cela deroit être » à ceux de la fransfor- 
mée en (œ— 5), 

(V). On a TU, dans le Chapitre TI> comment une même 
méthode noua sert à approcher daTaata|;e d'une racine déjà 
manifsstée, à moins d'une anité prfcs entière on décimale, et 
A opérer simultanément la vérification et l'af^roximation des 
racines qui restent encore à déterminer. Cette unité de méthode 
a ^té [vescrite par la nature même de la chose > dans le dernier 
cas ; et il a paru convenable de la conserver dans le pnaâati 
autant ponr ne "pas déroger i la simplicité des moyuis , que pont 
ne point multiplier les oi^tbodes muis n£â«Mitâ , et pour conaerrer 
danstous les calculs l'espèce de preuve on de contrâle mentionné 
dans la note précédente. 

Voici néanmoins un nouveau i^océdé d*ai^oximation que 
nous [woposons ponr le premier cas , c'est-à-dire pour celui oh, 
à l'aide de deux transformées successives en (^ — tt) et (X-^v — 1)«' 
et en cas de besoin, de la collatérale en C^^— ' i )j on araconna 
l'existence d'une seule racine comprise entre o et i , pom; 
l'équation en (| — ir) , et par conséquent d'une seule comprise 
entre ic et « + i , pour l'équation en Ç. 

(a) Soit^^ir-f-0, 1 ou Ç — ■«■ = 0, i soient respectivement 
«, et n, les limites > en moins et en plus , de la valeur de Ç, 
comprise entre o et i^ déterminées coofimnément à ce qui a été 
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dît plus hani [ acte (F) ]. On peut prend» î m *„ on IT. pour 
deuxième râleur approchée de Ç, , les premières étant zéro et un -y 
et par conséquent -ff -f* *• » ou •* + n. , pour deuxième râleur 
approchée de j^. 

Supposons d'abord qu'on Tenillc approcher de la racine pat 
dés râleurs de plus en plus convergentes , qui soient toujours 
ûiférieures à la râleur exacte; 

On feraÇ, = *, -f-0,, ou^,^*, ^^.î on passera de l'équa- 
tion en ^^ à celle en ^^ [ voyez la note (E}\ , et l'on déterminera 
la limite, en moins» de la râleur de ^« comprise entre o et it. 
Cette limite étant représentée par v^f la fioisième valeur appro- 
chée de g sera if -t- ■ff ,4- **< 

On se procurera ainsi «iceessimnait Icff Aqodticn» nr ■ 
Çi> Ç<|. . .Ç,;et l'onanra'ï-Hf.-Hi'.'^-' • • 4-fl'r' pour la (f+i )'='*• ; 
raleuv af^ffochée de Ç* 

Siifqwsontf nuiiotenant qu'on renille approcher de fa racine - 
par des valeurs de pins en plus conrcrgenteTj tnais toujours sup^ - 
rienres à la valeur exacte de ^. ' 

On passera de l'équation en ^, âcetTeen (^, — n,2j9iiî^;^i/ULnt ' 
Ç^^=IT.^ÎS', ou 5=— Çf, — ît,5 , on*"bbtiendra l'équation 
en ^, en changeant les signes des termes de rang pair dan» 
l'équation en ( ^t — n, ). U ne restera plus qu'& obtenir des 
râleurs de pitis en pins convergentes , mais toujours infêrienrës 
à S; de sorte que la valeur de plus en plu» approchée da ' 
(B,— 5) ou ^jf et par conséquent celle de on ir-^^,,âe- 
xtfeureront toujours plus grandes que la valeur exacte. Ces 
approximations Vers la valeur de S se feront de la mSme 
manière que dans la première supposition. - 

(b) Prenons pour exemple cette équation que non» avons dé{& 
résolue [54] » & moins d'une unît^ près.... 
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Oaa troOTJ pour les ooeffidens do sel tnuts&nnées...-.; 

eii(x — 3)....i-f-6+io— X 

en (iB— 5). ...I + 9 + a5-f- 16. 

n résulte de ces transformées que l'équation en '( £6-^3) à 
une racine comprise entre o et 1 > dont les premières -valeurs 
approchées, l'une en moins, l'autre en plus, sont j respective- 
ment , o et I. Mais , en outre , ces deui transformées fournissent 
immédiatement les secondes Tajeurs approchées de cette racine , 
qui sont — ^ — on — pour la valeur, en moins > et -tA— ^ ou ~ 
pour la valeur en plus. [ Vt^rez la note (F). ] 

Ou voit donc , en se bornant aux valemv ap[arocbéei ça 
moins, que les deux premières sont, pour la proposée. . , ^ 

a et »'+*77» vm'^} ma. himn a^Qygageyg. — , . 

On reconno{fra ci^après que cette d^nière, .valeur est exacte 
dans ses deux premières décimales. 

Il fant maintMiant, en fal^t se — i;s^;,'patteir de l'équa- 
tion en Ç. à celle en Ç,-ou \^i-^~\ On -peut einfioyvt- i^ 
cet elE^t rAlgoritbme^ modifié [note(E)]; de U rorasitra 
suivante. 

Soit I iÇ. ^ Ç'i : on a pour les coefficiens des équations. , . . 

en Ç'i 1+6.11 + 10.11*— i.ii'. ' 

où ....'...1+66 •-(-I3I0 -^i55i 

en (Ç'.— i).... 1-1-69 -+.1345 — 54- - ■ * 

Substituant à |',— x ^ valeur iiÇ,— i , on 11 ^^,— J. V 
0t disant Ç, — ^=Ç** on a pour les coefficiens de l'équation.» 

enÇ Il' +69.ii'4-ï545.ii— 54. 

on i53i+83yi9 -t-MygS —5^ 
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I.a limite, en mo£n» , de f , osl ,. H , on ^ - '_ _ 
hnufe à laquelle on peut .ubttltaer , ponr plus de .impliciS. 
;^ = :;^='o,oo56$6J656 

Ainsi U frokième valeur approchée de t mt... 

^Nou. ferons voir que cette Talenr est eiaole (asqn'i la qaa. 
Worne dfciBiaJe iadnsiMinttrt. 

On passe ensuite , de la inême namère , de l'équation en ?. à 
•*"• " f-™ (î--rr;5)-Fai«.t.,.:.5Ç,=>|'.,et«,b.Utuan« 
dans Mqialion en f. , on a pour les coefficiens des ëqiations . . .• 

ei f... ........ I +69.35+ i545.a5'— 54.a5> 

"^ -..—1 + 1735 +84o6a5 — 84Ï750 

<"»(?.— ')••••> + "7^8 +844078 —1599. 

SubstifiunUf ,— uavttleur M .aSJ.— I, on u .35 (go-t-ï-j). 
et fsimt jf,-._i^,=f, , on a pour les coefficiens de l'équa- 
tion 

enf,.... ii'.35'+i738.ii'.35-+844o78.n.35_,Ï99, 

"" 20796875+13763750 +33ai3i45o —1599. 

I.a limite, jeu moins, de Ça est..... . 

Mais on peut , pour simplifier , lui substituer. . . • . 
;|5S=a5.M7" 
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Al^«il*qnstTiiineTalrard«^j appradiée en meini , ttK..* 

«a. ;...... 3j«945454£4^>' •-f*o><MH>oa6oa66T9... , . 

oabieQ<...3,o9455i4Si364....} 

M celte decuièEe valaor avt, exacte jaa^a'i 1» n^QVi&me Mciaah 
iaclusiTemeat , comme oa le verra plut bas* 

(c) Les Talenis approchées de cette m£ine caclae, calcn« 
lées par Newton , suiTaot le procédé qui lui appar^Dtj, sontt. . • 

3....3,i .. ..3,0946. ...a,09455i47*"* ' 

M. Lagraage a aussi calculé , saivant son proeédé, leSTsléurs 
approohéM de eett» matae , en livcfioDS continues , altenati- 
vement pins petite» et pins grandes qoe x. Les résultais sont. . . . 

a « ^ ^ m i55 S^fi 73i J^SZ '^'^ etc. 
1 ' la' 1 1 * ai * "5?" ' 74 ' 975 ' 349 * 6a4 * 7837 * 

La dixième de ces valeurs, *^ , qui est âpprocBé^e enplus^ 

étant réduite, en décimales , devient o,oç)455i4865. 

Les valeurs approchées en moins , trouvées suivant le nou- 
Tean procédé que nous indiquons dans cette note , étant. . . . 

onbieDa,09090909. ; . . .a>09454545. .... . .3,o9455i46i364. . ., 

on voit que ce procédé a donné des résultats un pen plus exacts 
que celui de Newton, et qu'il les a donnés pliis promptemen^ 
qu'on ne les obtient par le procédé de M. Lagrange. 

En outre , ce procédé est général et sûr , et ta méthode de 
Newton n'a pas ces avantages. «En général , l'usage de cette 
y méthode n*est ffûr, dit 91* Lagrange, que lorsque la valeur 
» approchée est k la foi& ou plus grande ou plus- petite que 
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> cfaacnne des racines réelles de l'équadon « et que diacune def 

> parties réelles des racines imaginaires; et par conséquent, cette 

> méthode ne peut être employée sans scrupule que pour trouve? 
5 la plus grande ou la plus petite racine d'une équation qui 

> n'a que des racines réelles ou qui en a d'imaginaires j mais 
y dont les parties réelles sont moindres que ta plus grande 

'» racine réelle , ou plus grande que la plus petite de ces 
9 racines en regardant, co'nune on le doit, les qiian- 

> tités négatives comme plus petites que les positives , et les 

> plus grandes négatives comme plus petites que les moins 
» grandes. ( De la Résolution des Equations numériques j 
* page i4»*)» 

Si l'on emploie , au lieu du procédé de Newton, la mélbodo 
d'approximation tirée des séries récurrentes, on trouve, pour 
les valeurs approchées de a; , dans l'équation a;' -— a;r — 5 = o,.>* 

' 3,089. . . .3,09467. . . .3,094549' • • .a,09455i5. . .etc. 

On ne ponrroît , ainsi que l'a prouvé M. Lagrange , employer 
généralement celte méthode d'approximation pour chaeuoe des 
racines réelles d'une équation quelconque , qu'autant que l'on 
connoîtroit d'avance une valeur approchée de .cette racine , 
telle que la différence entre cette valeur et la vraie valeur de 
la racine fût moindre en quantité, c'est-à-dire, abstraction 
faite des signes , que la différence -entre la même valeur et 
chacune des autres racine^, et en mêmp temps moindre' que 
la racine quarrée de chacun des produits des racines imagi- 
naires correspondantes , s'il j eq a , diminuées de la même 
valeur. Autrement , cette méthode ne sert qu'à trouver la plus 
grande et la plus petite des racines réelles ^ encore faut>il que 
le quar;é de la plus grande ou de la plus petite racine cherchée 
toit en même temps plus petit que chacun des produits réels 
des racines imaginaires correspondantçs , et qu'on ait quelque 
moyen de s'en assurer. [D« la Résolution etc., pag. 147, i5i ]. 



y Google 



(73) 
( d ) Nous arons indiqué plus haut eommeof on pourroit sa 
procurer une suite de valeurs approchées de l'iocoimue, coutciv 
gentes en plus. Mais pour éviter des calculs inutiles , on peut , 
au mojen de quelques opérations ajoutées à celles qui ont donné 
les équations en ^,,^,, ^sf ••%■>> obtenir une limite , en plus « 
de ^, , et par conséquent de toutes les valeurs approchées de Ç , 
depuis la première jusqu'à la f>*^^. Nous prendrons d'abord 
nn exemple particulier «et nous traiterons ensuite ce sujet d'une 
manière générale. 

Dans l'exemple qui nous a servi, on a trouvé -gF^E o° ÂST^ 

pour la valeur de iti, c'est-à-dire« de la limite* en moins, 

de ^]. Faisant donc ^ =z ' ^\, et calculant les éqnations 

en g's , ( ^'j— I ) , ( 0'j — a ) , on trouve pour les coefficiens des 
équations. ... 

enCç'j—')-»33i-f-i38779ip49+4o89986a3tQ4907— 13043759755 
«°Cfj— a)... 1331+1387733043+409001,398548998+40898796106753 1,- 

Puis on fait io*(^'y— i )=:g"|j et l'on obtient les coefficiens 
des équations. ... 

en£"j 1331+13877310490004-408998633104907000000 — 1304975975G000000000 

«nCi's— 0-'33i+i3877aio5a993+4o899863588o349ioi993+39694a8647366a8o5o33i.- 

Donc la limite, en plus, de ^", est.... 

408398 „■■ 408998 

408998 +396948 "" 835897 

On peut donc faire Ç'j < |^-, et par conséqneat . 

%'3<'^-^ gSsSSS» ®' ^> < 765^ "*" iG59a5.8o5ooo* 
D'une autre part, on a ^i>j^^- 

Donc , en se tenant à cette dernière valeur , l'erreur est 
^omàT^ que ,65935lo5ooo *™ o.ooooooooSoôa . . . . 
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Bien plus » dans l'exemple qui nous occupe, il auSGt de jeter 
les jeux sur les coefficiens de l'équation en g'i pour rcconnoîlre 
qu'on a 

?"' < ï^ ' «* P*"^ conséquent g', < i + -^ t 
et. . - Ça < jgj^jj^ H- jSSgaSoooo * 
donc l'errenr est moindre que 0,000000000602681g..". . 

. Il suffisoit même de l'équation en (C'a— i ) pour s'assurer d'un 
tel résaltat , puiaqu'à la seule inspection des coefficiens de cette 

équation , on peut reconnoïtre que l'on a Ç'î— i < 7^3^- 

Cette même équation fait voir que g'j — i est plus grand 
1™ 4:^» ^*'"° on a ■ 

on > 0,00000603681g. . . 4- 0,0000000001469* • • • 

ou bien >■ 0,00000602696 

On a de l'autre part 

? <' ' I -^ - 

^' 166935 ^^ TfibgaSoooo ' 

ou < 0,000006036819. . . .+ 0,0000000006036. ... 

ou bien < 0,0000000*743 .... 

Ici la différence des deux limites est 0,00000000046. . . .' 

Donc , si l'on prend une des deux limites pour la valeur 
àe ^i, l'erreur ne peut aroir lieu qu'à la dixième décimale. 

Ainsi la râleur exacte de x, dans l'équation :r^— -ax— 5=o^ 
est entre 

■a,09455i48i5 et 3,0945514844 

et même entre. .. 

3,og455i48i5 et 3,0945514819 

En prenant le premier de ces nombres, ou l'un des deux 
derniers , pour la valeur approchée de j; , on est assuré que 
cette valeur est exacte jasqu'à la neuvi^e déelmale; inclasi- 
Tcment , compte nous l'avons annoncé plus haut. 
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On est également assort par ce moyen, que les deuxième et 
troisième valeurs approchées en moins , que nons avons trouvées 
ci-dessus pour X, sont,respectivenient, exactes jusqu'à ta seconde . 
et à la quatrième décimale , inclusivement. 

Ladizièmea[^ozimation, snivantleprocédédeM.Lagrange, 
a bien donné la huitième décimale exacte , mais l'exaclitude de 
cette décimale n'est pas. assurée par le procédé, même, vu qu'il 
indique pour limite de l'erreur, o,oooooooi65...; d'où U résulte 
que la valeur de x est comprise entre..., ' 

3,0945514703 et 3,0945514865 

et que l'exactitude de la valeur approchée n'est garantie que pour 
les sept premières décimales. 

(e) Voici maintenaot comment on peut procéder d'un« ina« 
nière générale. 
Soient 

Ç,=: X; *, = ^i et KX = y. 

X n'ayant qu'une valeur entre o et 1 f X' n'en a qu'une seule 
entre o et K. 

On se procurera donc les deoK transformées en (X'— P') 
et (X'— P^i) dont les termes tout connus sont de signes 
contraires-,?' étant < K. 

Ces deux transfornsées fournissent déjà une double limite i 
en plus et moins , pour ( X' — P'), et par conséquent pour X. 

Mais pour avoir des limites plus resserrées, on fera ■ 

io'(X' — P')= X'i et comme(X'™p') n'a qu'une seule valeur 
entre o et i , X' n'en a qu'une seule entre o et 10". 

On se procurera donc les deux transformées en ( X'— P') 
et(X' — P* — 1) dont les termes toHt connns sont de signet 
contraires} P' étant < lO". 

. Ces deux transformées donneront une double limite , en plut 
•t en moins, de (X'— P*), et par conséquent > de X' et d« ^ 
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Soit la limite en moins = -^-j et la limite en plus =-4r> 

On «nra X"— P'> ï^ . et < ^^r", 

d'où X'> P'+ î^ , et < P' + j^ ; 

et X'-P'>ïl+-4-, et <-îl + -i-; 

d'où X'oii KX>F+^+-l-., et<F + -îlH — i-.; 

lo 10 K 10 xo A 

et enfin X>J + -^+-^ 

Si l'on prend pour X une de ces deux lîmifes , l'erreur «era 
moindre que leur difiKrence, qui est — l — ( — k*x* j' 

Soit n'-^i le nombre' de chiffres que renferme le nombre 

entier K. Il est évident que l'erreur sera •< — j;^/", d*où il suit 

que si on veut obtenir , par ce procédé , une valeur approchée , 
exacte jusqu'À la n'^"*' décimale an moinSi il faut, pour en être 
généralement »âr, prendre w = « — »'. 

C'estaiaùquedansl'eiemi^edootOD s'est servi, K ou 16593$ 
étant composé deux chiEBres* d'où m' = 5, on a dû f^ire 11=5, 
si l'on a prétendu avoir une valeur exacte jusqu'à la huiiième 
décimale. 

Dana ce même «xe«nple> P* s'est trouvé =• , etP'=i}ce 
qui a, xeoàa lo calcul trèt*expéditif. En pareil cas , si l'on s'en 
tient i4- pour là Tateot de X approchée ea moins , l'errenr 



(F) Çd procédé ponrroil être étendu à la recherche de plu- 
sieurs racines comprises entre deux nombrrs entiers consécntiB, 
et Pcrn'tireroit pour fors un assez bon parti du critérium que 
itous aroBS géuèralieé dans la note (N). Mais il nous parott 
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inutile d'entrer dans ces détails. Notre principal o1b|et dans cet 
Ouvrage , a été de présenter, pour la résolution des équations 
nutnériqQes , une Méthode qui fât praticable , comme mécani' 
ijuement; la science du calcul pouvant > de même que les arts, 
aroir ses manouvriers , et en tirer , dans des travaux en grand j 
de notables avantages. Sous ce rapport, notre Méthode générale 
sera peut-être préférée au procédé particulier que nous donnons 
ici , surtout si l'on ne veut avoir des racines exactes que jusqu'à 
la seconde ou troisième décimale. 

(g) L'évaluation des racines en fractions continues , suivant 
le procédé de M. Lagrange , est particulièrement jecomman- 
dable, lorsqu'elle fait connotfre les factenrs commensurables 
du second degré dans un polynôme qu'on se propose de décom- 
poser en facteurs de ce degré. Mais quand il ne s'agit que de la 
résolution, proprement dite , d'une équation numérique^ ce 
procédé ne nous paroît pas préférable i l'approximation en 
nombres décimaux , soit pour la commodité des calculs , soit 
pour la rapidité de l'approximation. De plus , la méthode de 
M. Lagrange et la nôtre étant de telle nature qu'on j procède 
simultanément à la v^riGcation «t k l'approximation des racines* 
îl semble que c'est surtout à ces deux Méthodes que l'évalaa- 
tion des racines en fractions continues ne sanroitéire générale- . 
ment convenable. Par exemple > dans celle de l'illustre Géo' 
mètre , si le nocnbre D , ou la limite de la plus petite difié- 
lenoe des racines , étoit^ un mlltiëme , il est évident que chaque 
racine seroit tout à la fois reconnue et appréciée , à moins 
dMo miliième près» Or il paroît inBnimeot dur , lorsqu'on a 
obtenu par des milliers de substitutions, une valeur aussi ap- 
prochée* d'être forcé de rétrograder jusqu'à la valeur du plus 
grand nombre entier contenu dans celte racine , pourchereber 
une nouvelle évaluation en fractions continues. 

C'est par un semblable motif, joint à quelques autres* 
que nous n'avons pas cru dévoie adapter ce procédé k sotre 
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Mëthode ; et ce raofif semble plus décisif eocoredans la Méthode 
de M. Lagrange , qui exige un bien, plus grand nombre d'opé- 
rations pour la manifestation des premières limites des racines. 
En effet, lorsque D est, par, exemple, im millième, on ne 
peut , suivant la méthode dont il s'agit, découvrir deux racines 
moindres que l'unité , telles que 0,9^10. , . et 0,931 . . . , qa'an 
moyen de npuf cent vingt-deux substitutions , tandis que le 
nombre des transformées exigées pour le mdme .objet dans la 
nouvelle Méthode , égale seulement 10 + 5 -|- 3 , c'est-à-dire ,i5. 
En nn mot > s'il faut découvrir une racine ajant n décimales , 
la recherche de ces décimales n'exige an plus que 10. n trans- 
formations, tandis qu'elle peut exiger jusqu'à 10' substitutions j 
suivant la progression o j D , aD , etc. 

(h) La comparaison que nous venons de .présenter , con- 
cernant le nombre ^es opérations , dans la nouvelle Méthode 
des transformées , et dans la Méthode des substitutions suc- 
cessives , telle qu'elle a été perfectionnée par M. Lagrange , 
a donné lieu à une observation qu'il est bon de rapporter ici) 
ne fût-ce que pour empêcher qu'elle ne soit désormais repro- 
duite. 4 — ■ 

< Si la rseolatîon des . équations , a 7 1 - on dit , exigeoit 
D l'emploi d'une pareille Méthode ( celle de M, Lagrange), 
» assurément celle de l'Auteur, quoique tr&s-longue, mériteroit 
» encore la. préférence. Mais, pgui ^'ordinaire, on ne procède 
s pas ainsi. La ^Méthode de Newton , qui est la plus usitée , 

> suppose qu'on connoit, soit par la voie des substîtutiontf, 

> soit par des çonstiuctions géométriques , une première ra- 

> leor de â: , qui approche au moins dix fois plus d'une racin« 

> de l'équation que de toute autre racine j et d'après cette 
_> valeur , on en trouvara facilement une autre dont l'erreur 

> n'est qu'environ le quarré de la première, aaV4îr7|;, si la 
» première valeur est -r^* Vps seconde opération qu'on -pent 
■» faire p4C la mènje fortanlç , réduit IVrrenr ^u centième 4 
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Y son quaTcJ j qui «st d'environ tstô^ t ^^ ainsi de suifb. D'oci 
» l'on Toit que l'approximation continuelle est beaucoup plus 
> rapide par cette Méthode que pax celle que propose l'Auteur. 
9 [Il s'agit de c^lle que nous avons exposée au Chapitre F/].» 

Une pareille observation prouve que son Auteur n'a nulle- 
ment compris l'état de la question. Nous nous sommes proposa 
de comparer deux Méthodes qui, l'une et l'autre , procèdent 
simultanément à la vérification et à l'approximation des racines, 
et qui jouissent, toutes deux, de l'avantage de résoudre géné- 
ralement et avec certitude , une équation numérique , dans des 
cas où toutes les Méthodes précédentes échouent , ou n'abou- 
tissent qu'à des -résultats faux ou douteux : et l'on vient nous 
opposer le procédé de Newton , qui n'est pas même une mé- 
thode de résolution proprement dite , et qui d'ailleurs , 
comme nous l'avons dit plus haut d'après M. Lagrange , n'a pas 
même le mérite d'être généralement sûr ! Ce procédé , fât-il 
aussi sûr qu'il l'est peu , est évidemment insuffisant pour l'ap- 
proximation des racines qui, étant par exemple, 8, i... 8,3. ..8,3..,, 
ont une même première valeur connue 8 , tandis que , dans 
notre Méthode , il ne faut que quelques instans pour découvrir 
la décimale de chacune de ces racines. Et c'est un procédé aussi 
incertain qu'incomplet qu'on a prétendu opposer à une Mé- 
thode générale et sûre ! 

Encore une fois, nous en appelons à la pratique. Qu'on 
se donne la peine de résoudre les équations numériques par les 
diverses Méthodes, et l'on verra qu'abstraction faite du pro- 
cédé approximatif indiqué dans cette note , notre Méthode 
générale, même en ne faisant découvrir, qu'un à un, les 
chiffres de la racine , est encore celte qui , dans son ensemble, 
se trouve en même temps , la plus sûre et la plus expéditive. 
Bien pins, dans certains cas, on sera forcé -de reconnoîtrequ'elle 
est la seule praticable. 

Il faut l'avouer , cette observation , que nous avons rapportée 
textuellement , et l'objection citée au n*» 4Ô t réunies à quelque» 
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autres indices i obt paru proreuir d'une disposiilon d'esprit peu 
fiirorable , et Dons ont rappelé la pensés de Pascal au sujet 
de ceux qui ioventeut. It faut sans doute , suivant son conseih, 
que celui qui a rencoBtié quelques inventîops , ne se pique point 
de cet avantage. Quand on oonsidëre un objet sous toutes ses 
faces , avec une attention persévérante , il est diiBcile qu'il ne 
se présente pas k l'esprit quelques vues nouvelles *, et , ce qni 
jemble réduire à peu de chose celte gloire à laquelle on croit 
pouvoir prétendre par des iaventions scientifiques j c'est que la 
science même a ses hasards, et quesouveotles inveotions s'ofiBivnt 
comme fortuitement à l'esprit, à l'iaslant.mâme où sesTecher* 
ches le portoieot ailleurs. Mais il peut, du moins, être permis 
k l'auteur d'une découverte utile, de désirer que la commu- 
nication qu'il en donne , soit aooueiltie aveo quelque bien- 
Teilla»ce. - 

(X) Quoique l'on puisse tiret quelque parti de la nouvelle 
Mélbode pour la détermination des racines imaginaires, bous 
ne nous arrêterons .point à cet objet , qui appartient au pro- 
blème de la décomposition d'un poljnome en facteurs réels 
du second degré , plutôt qu'à celui de la résolution des équa- 
tions numériques; l'objet essentiel de cette résolution étant do 
trouver les valeurs réelles qui peuvent être attribuées à l'inconnue. 
C'est ce qu'areconnu M. Lagrange, lorsqu'il a donné des moyens 
de trouver une limite de la plus petite difiereoce des racines, sans 
recourir à l'équation aux quarrés de leurs différences. 

Cependant l'illustre auteur a cru pouvoir surabondamment se 
servir de cette équation , qui donne la valeur de la quantité B 
précédée du signe — sous le radical dansles racines imaginaires, 
pour déterminer , au moins par approximation ^ la partie réelle 
de ces racines. Four cela on substitue A -}- V— B à x , daus 
la proposée , et on en tire deux équations en A, dont l'une a 
tous ses termes réels , et dont l'autre a tous ses fermes multif^iés 
ifiar s/— B, facteur commun que l'on fait disparoltre ) ce 
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qui rend les termes de ta «ecoode équation , toQS réels , parce 
qo'Us ne dépendent alors> aiosique ceux de la première ^ que du 
qaan4 <la i/-« B , c'est-à-dire , de — 3> 

Euflùte , prot^édaot k Ifi noheiche du plus grand commun di« 
viseur de ces deus équations j on; s'arrête au reste où A n'est 
plus qii^u^egré n et «u-dessoos , u étant le uDiobse des râleurs 
égales que l'éqsaftion «u qnarcé des différences a foi mies 
pour B. Ce .œ^ étaqt égaie k,^jtQ, «m j subslitue à B sq, 
valevrcKBcte fuiappeeeUe. et cettelqnaiixu étant «ioÀderenue 
snaérkpie , m. eo tice iea TaJewcs véelles de A. 

Cette «éBoAwtiea a, «aaœi'on naît, l'inoanFémeot d'exiger 
la fimaatiott àt l^uatien aux quatrésiles difEéreoces; mais «n 
oaire, il semble qu'oa pmsse doiiMr qu'elle «oit généralement 
— ti.jtli lia iiM iii'iih yhiii y mlpiMwnap diTiaenr est de p|u. 
siBun<dMBeinloiH.<^te wiliiaiieliii il<i \m yjièwr rgiptualiii deB 
M donnant aux ooefficms de l'^qaation en A qu'un? r.«J«ur 
Approchée, ae penf-iipasaixirer ^ue eette itération» mime très- 
légèw, dwngeia iiatne.4es ratânesde l'équation, en substituant, 
des racines imagiiiain» à des racines réelles , et vice versé ? 

Lorsque le lette 'égalé k zéro est seulement du fxeiuiec 

degré , «t qn'«a a wsn, délpraûné la ralew: ileA en fbpption .de B , 

'û semldc qu'en y 4o«uLBat k B deai valenn cespectîrement ap- 

pvocâ>ées.«n plvs aten moins ^ IL en doit provenir deux limites 

entre lesqae4fet«e tnniTe la valeur exacte <le A. Cependant le 

résnltat même obtenu par U. Lagrac^e « .dans la résolution de 

l'éqoaUm X*'— ax— 5sK«»,.est évidesoment faufir. D'après ce 

i5 i5 

résultat, la Taleor deA sercSt comprise eetre-— tv et **~ 77- \jDe 

ia Résolution etc.-, pag. Sg^. Or on a tu plus haut que la racine 
positive de l'équation est bien certainement 3,0945. . .; et -son 
second terme ayant zéro pour coefficient , il s'ensuit avec la 
même certitude | que A égale la moitié de cette racine posi- 
tive., pcéeédée-du si^ne-— j on voit donc que la valeur exacte 
deA est comprâe entre — 1,047 ■• . c' — 1,048.,., Ce résultat 
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fi'est Dullement d'accord arec le précédent ; ce qui vient ftppa- 
xemmeoi de quelque erreur de calcul. 

L'observation que nous avons faite sur lechangement possible 
de la nature des racines d'une équation par une légère altération 
dans la valeur de ses coefficîens , peut aussi inspirer quelque 
doute sur la légitimité de la résolution de deux équations it deux 
inconnues x tty , lorsqu'aprës l'élimination de x , on obtient 
pour_^ une valeur seulement approchée, dont la substitution 
ne peut produire que des coefficiens d'une valeur approchée 
pour l'équation en x. La même difficulté se rencontre dans 
la décomposition d'un poljuome en facteurs du second degré. 

D'une autre part , il seroit extrêmement iâcheux de ne pou- 
voir , en aucun cas^ se fier aux résultats qu'on obtiendroit d'une 
équation numérique , propre à résoudre un problème physico- 
rha thématique , lorsqu'on n'-A point la valeur rigoureuse de ses 
cdeiïîcieiis. Il est donc à désirer que l'on trouve quelque rigl« 
certaine qui fasse connoitre quelles sont les équations dont les 
riicines ne changent point de nature, malgré l'altération produite 
dans leurs coefficiens. * 

(Y) On auroit un grand embarras de moins > si l'on pouvoit 
découvrir toutes les valeurs réelles de l'inconnue , sans dé- 
pouiller l'équation des racines égales qu'elle peut avoir. On 
a vu que , dans notre Méthode [4^] , la présence des racinei 
égales commensurables ne forme point un obstacle à la réso- 
lutioQ d'une éqiiatiou;et il est aisé d'appereevoir quelaprésenca 
des racines égales imaginaires n'en forme pas davantage. Bien 
plus , lorsqu'on sait d'avance que toutes les racines de l'équa* 
tion sont réelles « on peut la résoudre ', sans qu'elle ait été 
préatablement dépouillée de ses racines multiples , même âe 
celles qui sont réelles incommensurables. Car une fois qu'on 
sera,parvenu i reconnoître l'existence d'une racine > au moins, 
entre deux limkes qui nje diffèrent que d'une unité décimale' 
de l'ordre que l'on Veut, ou qu'exige le problème dont la se-* 
lutloo dépend de l'éqnation à résoudre , il est indifférent, pour 
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la pratique » que la Valeur frouTée âpp&rtîenae k me du à 
plusieurs racines, soit fibsolumeat égales entr'elles^ soit égales 
seulement jusqu'à tel cbicTre demandé. L'essentiel est que l'on 
connoisse toutes les valeurs réelles qui représentent, jusqu'au 
degré requis/ d'exactitude > celles dont l'inconnue de l'équation 
est susceptible. 

D'après cette considération , on ponrroit même, dans tous les 
cas, laisser subsister les racines égales d'une ^uation numé- 
rique I si l'on avoit le moyen de connoître une limite, en moins , 
de la valeur de ip , c'est-i-iltre, de la plus petite valeur que 
pourroit avoir la partie des racines 'imaginaires représentées' 
par A± V — (pi précédée du signe— sou» le signe v^. 

£n effet, lorsque l'existence d'une couple de variations dani 
la collatérale en ( z, — i ) a donné lieu de présumer qu'il y a 
une couple de racines réelles entre o et i , dans l'équation, en 

(x — p) f et qu'on est ensuite parvenu à l'équalîon en. 

^ j;C-) —^C") ^ et à sa collatérale, sans que cette présomption soit 
détruite , on en peut conclure que la présomption se change en 
certitude, quand on sait d'ailleurs que, si les deux racine» qui 
occasionnent les variations dout il s'agit étoient des imaginaires 
de la forme A i±: V — <p , la valeur de (p seroit , d'après sa 
limiteenmoins, plusgrande quejT— ^; car, dans ce cas, 
l'existence de ces racines imaginaires devroit se manifester 
par l'équation collatérale en ( z (., — i ), qui n'auroit point do 
variations de signe , et la présomption de l'existence des racines 
réelles entre p et p-^ i devroit être ainsi détruite [66], 

Or il paroît qu'en substituant V — 1> àl'inconnue de l'équa- 
tiou en (^x— /7— -^ . . . — 2-j. Y on peut déterminer une li- 
mite de la plus petite valeur doot^ soit susceptible, la valeurdo 
la partie réelle Â étant supposée exister entre... 

y+£:+...+ e^ely+.g+...+ ''"t'- 
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L'objection qui rémlte de la légère altératkmdet coefficiens, m 
teptétente vA , Biaii moi» ffxrt que dans la note fvécédente. 
Il «eoiblâ bien que cette alténtdoa , toute légère qt^dle pniwe 
être , suSit p&at readra pmitif , dam t'éqiuuioa ea f , tel 
coeflficieiit , qui cet été négatif, «i l'on n'aroU pai pris pour A 
une Talenr simplement égale à p 4-^+. • ■ .+ ^; ou bien , 
ptce versa* Mais cet isconrénient ne paroit devoir conduire 
qu'i l'obligation de modifier la manière de déterminer la lîaiite> 
en moins, des racines d'une équation numérique. Cette manière 
dépend , comme on sait , de celle de tronyer la limite , en plus» 
des racines ds l'éqnation inverse. C'est donc cette dernière déter- 
mination qu'il faudra modifier, en prenant le plus grand de tous 
les coeffîciens de cette équation , au lieu du plus grand ooe£B- 
ciebt de signe contraire à celui de son premier terme. Au surplus, 
nous n'entendons donner ici qu'un simple a[^r^u , concernant 
la possibilité -de conselrer les racines égales dans la nouvelle 
Méthode. 

(Z) On voit que noue nons sommes frayé une route bien diffé- 
rente de celle qui a été tracée par l'illustre Auteur du Traité 
de la absolution des Mquations numérigues. Mais c'est en 
nous fot-lSffiant par la lecture de ses écrits , que nous avons 
appris k marcber seuls , et nous sons plaisons k lui rendre ici 
cet hommage. 

Tout en recommandant aux Auteurs de son temps , la lecture 
assidue des écrits des Grecs. . < . . . 
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Koctumà veriaU manu , versate ttiumâ ) , 
ïTorace ne savoit pas mauvais gré aux Ecrivains de Home de 
ne pM M traîner serviletnvat «ur let pas de lc«« Maîtres , et ' 
d'oser auui mardier dans leurs propres voles 

ïfec mNMwifn meniém i w e u t vêitiffa ^rcsca. 

^ùui distme 

FIN. 
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Ij'obiet matériel d'une méthode géométrique ne con- 
ïtitue souvent que la plus petite partie de son utilité : il 
faut qu'elle soit présentée de manière à introduire dans 
l'espht d'un élevé des germes d'instruction, dont l'étude 
des autres divisions de la science ne soit que le dévelop- 
pement. C'est ainsi qu'on l'accoutumera, dès les premiers 
pas, à replier ses idées. les unes sur les autres, à compa- 
rer, à saisir des rapports, et qu'on pourra Êire des diverses 
branches de nos connoissances un système suivi et lié , aussi 
favorable à leur application immédiate â nos besoins, que 
propre à perfectionner l'art de raisonner. 

LamethodedeM.de Chezyjdontje donne ici le dé- 
veloppement, me paroît propre à fournir un exemple des 
cette double utilité. Elle offre un moyen simple, facile â 
retenir, de construire les courbes du second ordre quelle 
que soit l'origine des co-ordonnées, et jette en même temps 
.e plus grand jour, tant sur les propriétés générales de ces 
courbes , que sur les relations qui les lient , soit entre elles 
soit avec les autres courbes algébriques-. iJ '• 

Pour tirer, sous ces deux points de vue, le plus grand 
parti de l'exposition que je publie, j'ai commencé par ex- 
pliquer la forme du prototype général àa équatjons, al- 
gébriques à deux indéterminées, ce qui conduit naturelle- 
ment à donner la composition du triangle analitique, et 
à parler de son usage pour trouver tous les termes d'une 
équation algébrique à deux indéterminées. On Voit ainsi 
le lien qui unit la forme générale du second ordre àcelle de 
tous les ordres. 

J'analyse ensuite les différents cas de l'équation indé- 
terminée complète du second ordre, et les différentes con- 
figurations de courbe qui en résultent , sans supposer qu'on 
ait à priori aucune notion sur les espèces particulières de jqle 
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ces courbes, et je ne les considère que comme les diverses 
modificationsd'une/nêmecourbçrepréseatéçparl'équation 
générale. Cette manière de voir est d'autant plus satis£ii< 
santé, que la àiSéience' caractérisCiijUB de chaque espèce se 
déduit d'une considération unique et extrêmement simple. 
En effet si on résoud l'équation par rapport à une des in. 
déterminées , la différence caracieristioueclont je viensde par- 
ler sera toujours donnée par le coefficient du quarre de 
l'autre indéterminée qui se trouve sous le radical, et la 
quantité qui est hors du radical déterminera immédiate^ 
ment la position d'un diamètre. 

Je me suis attaché, lorsqu'il s'est agi du second diamètre 
de l'hyperbole , à bien iàire sentir sous quelle acception il 
étoit imaginaire, et comment il falloit te considérer pour 
lui trouver une valeur réelle. 

Je suis également entré dans quelques détails, pour 
expliquer comment les lignes assymptotiques pouvoient 
avoir lieu , et de quelle manière elles se déduisoient , après 
certaines préparations, de celui des teaoBB de l'équation 
qui a un diviseur variable. 

Après avoir examiné les différen tes configurations données 

Far l'équation générale, il étoit nécessaire de démontrer 
identité des courbes qu'elles présentent avec celles qu'on 
connoît déjà sous le nom de sections coniques. J'ai em- 
ployé pour cet effet un théorème propre à jeter le plus 
grand jour sur la théorie des courbes algébriques de tous 
les ordres, et qu'on peut même regarder comme un germe 
dont le développement donneroit toutes les propriétés de 
ces courbes, l^a démonstration que je donne de ce théo- 
rème pour le second ordre, est très facilement applica- 
ble à tous les ordres. J'auioîs pu remplir le même objet par 
la transformation des axes , mais avec bien moins de fruit , 
pour les commençanljs : cette marche auroit même présenté 
une apparence d'irrégjilarité ou de tâtonnement; parce- 
qu'elle suppose qu'on sait, ou qu'on peut pressentir d'a- 
vance la position des axes à choisir pour parvenir à son but 

Tel est l'esprit du petit essai que je publie; et iJ est s -^g'c 



ÂVANT-PKOPOS. irïf 

regretter que l'habile ingénieur à qui on en doit l'idée ft'ait 
pas eu le loisir de le rédiger lui-même. Ce travail est bien 

Î>eu de chose en comparaison de celui qui comprendroit 
es notions géométriques nécessaires aux artistes, et ad£Q> 
lées tant aux conceptions qu'aux habitudes de leur esprit. 
Un pareil ouvrage est encore à faire, et son utilité se fera 
d'autant plus sentir que les arts auront plus d'encooiagei' 
Ment. 

, Descirconstaûcesparticulieresm'bntdèjafotifûif ôCCâsiort 
de m'occuper de différentes matières qui pourroient faire- 
partie de cet ouvrage : jeme propose , à mesure que j'en aurai 
leloisir, de lierensembleces morceaux isoléspourencompo* 
serun traité suwietméthodique. Cependant, commeunepa- 
ïeille tâche peut n'être pas achevée d'ici à quelque temps,, 
je publierai d'avance la section qui traite des surfaces du 

Î)remier et du second ordre. La théorie de ces surfaces a 
a plus grande analogie aveccelledes lignes dumême ordre, 
et n'est, pour ainsi dire , qu'une extension de là méthode 
que je développe ici. On Verra en effet que , de même que' 
les lignes du second ordre sont symmé triques par rapport à- 
des lignes droites déterminées d'une certaine manière, 
de même les surfaces du second ordre sont symmé triques 
par rapport à des plans déterminés^ d'une manière sem-- 
blable, et ainsi des autres propriétés. J'espère que l'i- 
dentité de laméthode, dans des matières qu'on n'est point 
accoutumé â embrasser du même coup'd'œil, piquera la 
curiosité, et contribuera à développer les idées en facili-^ 
tant les rapprochements et les comparaisons.- 

Les surfaces dont je viens de parler comprennent une? 

trande partie de celles qu'on emploie communément danS' 
i coupe des pierres et dans l'architecture en général : les^ 
détails que leur discussion entraînera sur les projections et 
la stéréotomie, compléteront les notions nécessaires auX' 
artistes pour l'intelligence et la composition- des- épures de' 
toute espèce. Je m'efforcerai d'y donner des principes' 
sûrs , et une idée nette de cette espèce de langue au moyett •,a\e 
de laquelle nous représentons, par deuxdiraensions, toutes- o 
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les formes qu'on peut concevoir dans l'espace, et qui en ont 
trois. Cette langue pourroit s'appeler géométrie a crois di- 
mensions. La pratique des arts nous y rappelle sans cesse ; 
et, jusqu'à présent, son usage n'aété , chez un grand nombre 
d'artistes, que lé résultat d'une pratique aveugle. 11 est 
temps qu'ils s'attachent enfin aux études propres à les met- 
tre au-dessus de la routine et du tâtonnement : car, puiS' 
que la carrière qu'ils peuvent parcourir dans la société! 
cesse d'être limitée, il ne faut pas que leurs talents aient 
plus dp bornes que les avantages qu'ils peuvent enretiref, 
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EXPOSITION 



EXPOSITION 

D- UNE MÉTHODE 

Pour construire les équations indéterminées qui^e rap- 
portent aux sections coniques. 



1. JLa solution des problêmes de géométrie conduit souvent ^J',"„3^'* 
à des équations à deux indéterminées, qui peuvent se présenter ^'^^^^^ jj 
«ous différentes formes et renfermer des quantités variables ,ii!5ïî!l 
de diverses espèces. Nous supposerons dans tout ce qui suit , 
qu'aucune de ces quantités n est de l'espèce de celles qu'on 
nomme iranscendanteSf c'est-à-dire qui ne peuvent être éva- 
luées en termes finis que par des expressions trigonométriques, 
logarithmiques , etc. Les quantités constantes pourront cepen- 
dant être d une espèce quelconque , et l'équation n'en sera pas 
moins de la natinë de celles qu'on nomme algébriques. 

2. Une équation algébrique peut avoir un ou plusieurs ter- ti^YjLbî?'',,, 
?nes affectés de diviseurs ou de radicaux variables. pe" wuAr. 
- 11 est toujours possible de faire év-anduir les diviseurs en mul- «^ fom»"». 

tipliant par ehaque diviseur tous les termes qui n'«n sont pas """*• 
affectés; on peut également faire évanouir les radicaux par les 
méthodes connues. 

3. Une équation algébrique sans diviseur ni radicaux est ,j„iS°"'d! 
toujours un cas particulier de l'équation suivante : iiï^'l'ïïï! 

«y -f- hy -<- c^ -1- etc- • • -I- hy" 
.^- a'a: -+- h'x^ -t- c'a:* -+- etc . • -• .-4- kx' 
4- a'yx -+■ h'yc^-^c'yoi •^ etc- • • -\- k"yx' 
-t- d'^x H- Vy.x' -<- tl'y'c^ -H etc- • • -i- U" j'ôà' ) 
~\-a:"fx -+■ Vfx' ■+-c""fx' -+- etc. - - -*- A"/a ' 

.ri- Ar"i -4- ÏB^œ" -t- Cfié rH etc- • • rh h"'y^3l' 

Quoique cette équation paroisse compliquée an premier cmmc» 
i:oup-d'œil, cependant sa composition est fort simple : le pre- ™.tim"« 
«nier rang horizontal contient toutes le? puissances de y^ le ''"°* 

A 
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second toutes les puissances de x, et les rangs suivants con- 
tiennent respectivement les produits de toutes les puissances 
de X par là première , la a', la 3", etc. puissance de y. 

4. On voit aisément qu'un pareil arrangement contient toutes 
les combinaisons possibles des produits des puissances de x et 
y, et qu'ainsi, lorsque l'équation sera, comme ou l'a supposé, 
délivrée des diviseurs variables et des radicaux, il n'y aura au^ 
cun de ses termes qui ne puisse se rapporter à un des termes 
de l'équation précédente. 
D« tri«igi« 5. II est assez commode de ranger tous les termes de cette 
uuif liqu.. équation générale dans la forme suivante , à laquelle on a donné 
le nom de triangle analytique. 

, „ L'unité qui commence le premier 

1 rang horizontal supérieur , représente 
^ le terme constant G de l'équation de 
l'art. 3 : on sait qu'en divisant tous les 
termes de l'équation par ce terme con- 
stant, il deviendra égal à l'unité. On 
: supprimé les coefficients constants 
des autres termes, qu'il iaat toujours 
supposer existants. 

c.,=-o«.i» 6. On appelle termes du 1", a", 3', etc. ordre ceux où. là 
!ïï?, é^J^ somme des exposants des variables est égale à i , 2, 3, etc. Ainsi 
"/"ini. <y ) ** sont des termes du premier ordre, ay', byx, ex' sont 
•iJre.. des termes du 2* ordre, ay -\- by'x, etc. sont des termes du 
3" ordre, et ainsi de suite. On voit que l'ordre d'un terme est 
indépendant du coefficient coiistântqui le multiplie. Les termes 
entièrementconstants peuvent être appelles de l'ordre o, puis- 
qu'ils sont censés multipliés par x" ou r°. 

Ou appelle pareillement équation indéterminée du 1", 2% 
3', etc.. ordre celle où la plus grande valeur du numéro de 
l'ordre des termes est égale à i, 2, 3, etc. 

La courbe construite d'après une pareille équation s'appelle 
Oiif. du par analogie courbe du i", du 2°, du 3% etc. ordre. 
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5'"' î°.u.» j du même ordie; cette ligneformera avec nneportiondes lignes 
i"*- AB et AÇ lin triangle renfermant tous les terme» cherchés. 

Applicnion 

ADI é(|U&tiDIU ' 

de* 3« M.a» oi- fléiiéra. 



Supposons qu'oii veuille avoir tous les termes de réquatioft 
5éiiérale du 3'oîdre^ on joindia^id'après ce qui vient d'être jg|c 
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dit, les puissances a^ et^ par U ligue i' c'; et le triaPjgle AVff- 
renfermera les ternies 

i-t-j-i-aj-t-y-t-afH-a^-f-y-f-a? -t- yi^ -i- yx, 

qui, étant multipliés par des coefficients constants et égalés S. 
zéro , donneront évidemment tous les termes qu'on peut former 
avec les puissances de deux indéterminées depuis Tordre zéro 
jusqu'au 3' ordre. 

8. Les termes de l'équation générale du af ordre se trouveront 
en joignant les puissances a;' et y par une ligne; et on aura dans 
le triangle Aie les termes suivants, 

1 -i~ y -+-«-+-^-4- «'-H xyf 

3UÎ , multipliés par des coëiEcieuts constants et égalés â zéro ,| 
onneront ' 

y -(- ax' ■+■ hxy 4-: cy H- /j; •+- ^ s= 9^ 

9. Cette équation comprend, comme on voit, tous les termes 
Ses ordres o, i et 9 , qu'on peut former avec les puissances en> 
tieres de deujc indéteoBuatéesset/.'NousaUons Beusoc<9»er jle 
la construction des différents cas qu'elleprésente.Cetterçc^rcha 
ne comprend-qu'une bien petite partie de celles auxquelles la 
considération des équattoiis-de tous les ordres pourroit iknner 
lieu; son utilité s'étend néanmoins à imgcand nombre de queM 
tiens géométriques. 

10. Si de l'jéquatioii deTait. S 

(A) •••• y -^- oa? -(- hxy ■+• cy ri- fis -t- g = o B^uiimi 

on tiré la valeui; d'j', cette valeur sera 

(B)... . y = -: {*x-*-e} d= ^ {Qi*-»^)*--»- «*<!-/)« ïT 

■+-ï'''—s}- 

Toutes les quantités constantes sont censées exprimées en 
nombres; mais si on vouloit leur faire représenter dès lignes, 
il faudroit rendre les termes homogènes en faisant dans i^qua- 
tion (A)j = y; 4 = jr; ^ <= jf*^ : les réductions«i nombres 
sont généralement préférables, comme on le verra dans les 
applications. 

11. Observons que les quantités a, h,c,f,g., ont été, pour carmin 
plus de généralité, supposées toutes positives dans l'équation "S. '" ÎSÎS 
fie Vait. ■$; jam que^sijiHaïKaui cas particulier, quelques unes Ji?" '""" 

A a 



ffmiula 

deux inilJMr. 
winéei X, jr. 
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de ces quantités étoient négatiTCS , alorsilfaudroit changer leur 
signe dansréquation(B)par-toutoùellesneseroientpasélevées 
au quarré. Supposons, par exemple^ qu'on ait l'équation 
y^-^ij^ , — p)c^-^o. nxy^~.^ my~t-(q — 2m.n)x-i-rn' — r^oz 
en comparant cette équation tenne à terme avec l'équation 
(A), on a a ^ n? — p 

c = — aire 

y= ç — amn 

g = nC — r 

et ces vî(leurs substituées dans l'équation (fi) la cBangent el» 

y^=m — nx ± ^/ -Jpx' — tjx -)->|^. 

Il en doit être de même de tout autre exemple. 
i.3Taieura. 12. PouT CB vcnir à construire l'équation (B ) îc remarqueflue' 

> Ml composée i i jj ^ rii ^.H'i *i- 

■ ■ pi- lavaJeurd j'estcomposee de deuxparties>runeae cesparties 



t»n d. k f r,- est — ; -J iiE -H e ]• ; l'autre est la quantité qui est sons le radi- 
cal. Occupons-nous d'abord de la quantité — i \_bx -i- ej- 

Soient AXetAY ifig- 1 ) les axes des coordonnées x et ;y; ce» 
-fixes peuvent iaire entre eux un angle quelconque; et, pour 
plus de commodité, nous les supposerons ici à angle droit, les 
directions AX et A Y étant celles dés-coordonnées positives. Si 

nous faisons AF ^ — ^, que nous tracions FG parallèle ii 
AX, et que nous menions une ligne F H , iaisantavec la ligne 
PGun angle dont la tangente soit égale à — {b, et la parallefe 
TH à AF; on aura, en supposant AP := x, 

PH= — '-{_hx-+-cy. 

En effet on a dans le triangle rectangle GFH la proportiont 
suivante, dans laquelle on fait le rayon des tables = \ ; 

l : tang. GFH ;: FG : GH = FG X tang. GFH. 

AlaisFG^jc, etfai^. GFH ^ — ^5, par construction^ dbsces 

. GH = — -;4a;. 

D'un antre côté PG = AF =^ . — [c; donc 

.Sj:^' PG -4- GH = PH = - Kix -<-«)- , ..QoOQk 

É' um ÏÏ't^ Ainsi PH représente la premiçre partie de la valeur €&j^ mas o 

Wlùquei d« 
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l'équation (B) , et la manière dont nous venons de la construire 
doit s'appliquer à toutes les équations à deux indéterminées du 
premier orie. 

i3. Observons que nous avons placé le point F au-dessous „ f,^|f^ 
du point A et le point H au-dessous du point G, parceque la '•t''*«^v;8°«» 
quantité c qui avoit le signe positif dans l'équation (À) a pris cUniT 
le signe négatif dans l'équation construite (B) , et qu'il en est 
de mêUie de la quantité bj au moyen de quoi — ~b représente 
une tangente négative correspondante à un angle négatif (i), 
qui, par conséquent, doit être compté au-dessous de la ligne 
FG. . . ' 

Ainsi, dans le cas de l'équation de l'article n , la première 
partie de la valeur de y étant m -^ nx, il faut, /ig. 2, faire 
AF = m , etpat conséquent porter le point F au-dessus du point 
A, puisque la valeur AF estpositivej maîsayant tracé la paral- 
lèle FG à AX, on tirera une ligne FH, qui iàsse avec la ligne 
FG un angle dont la tangente soit = — n, laquelle ligne FH 
passera au-dessous de F G du côté des ce positives , parceque la 
tangente de GFH est négative. On voit en effet qu'en suppa- ■ 

santAP=a!,onauraPH=GP — GH = AF — GH=OT— rea:, 

14. La construction de cette première partie de la valeur L-cm,*.. 
«d'y étant bien conçue, nous allons passer à celle de la a" par- Jj.'"'(ioute''utf 
tie qui est sous le radical. On voit d'abord que cette quantité >»■»"'• '^ " 
sous le radical ayant le signe rt, doit à chaque point H se por- """ ' 
ter au-dessus et au-dessous de la ligne FH, depuis H jusqu'en 
M. La courbe représentée par l'équation (B) est donc symmé- 
Irique par rapport à la ligne FH, c'est-à-dire que la ligne FH 
coupe en deux parties égales HM (Jig. 3 et suiv.) toutes les 
lignes MM terminées à la courbe et menées parallèlement à 
Aï. Toute ligne qui, dans une courbe quelconque, a cette 
propriété, s'appelle un diamètre de la courbe; ainsi FH estuB 
diamètre de la courbe représentée par l'équation (B^. 

i5. Un des premiers objets des recherches â faire sur la h'gne ^,^f"'^^ 
FH estde savoir en -quels points ellecoupelacourbe.il est évi- •<'«J'«''»""* 
dent que, dans de pareils points, les valeurs des lignes à porter SîïïiMjto 
de part et d'autre deFH doivent être nulles, et que, parcon- ïSts.!^ 
séquent, la quantité sous le radical de laquelle résultent ces Jl^iiVCï 
valeurs , doit s'anéantir. On doit donc avoir ï/< 

<C)' • • • (; *■ — o) a" -4- (; Ac — /) x-t-'-c" — g = à. 



(i) On sait qne la tangente ist nt^atiVe, |o. ^hs le cas de l'angle oblw pesillf a)q1c 
90*; 30, daii»le«as de l'iaRlsnéiaùfaieja < oa^ o 



j> tfo*'^ 20, damier» de l'JïDglen^gaUrdigo jc j^' 
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Faisant '^^ = A et fi^ = A , l'équation précédente de. 
viendra 

»' -H Ax -+- A = o. 
D'où on tire 



eu r^suhanu 

«Mm.,' '„i 16. Cette valeur de œ sera ou réelle ou imaginaire; ce qui 
ù''mî,mi', indiquera que la ligne F H doit ou ne doit point avoir d'inter- 
SnjîEm section avec la courbe j mais on voit que , dans tous les cas, cette 
J.»r.i].,..- valeur dépendra essentiellement de celle de la quantité ;4' — a, 
fei.iii d. X- qui se trouve au dénominateur des nractions h et A. Examinons 
fm'iiliS', donc l'équation (D) dans- les différents états de la quantité 
i5"r« S.;*' — o, ou de la quantité b' — 40, qui peut être nulle, ué- 
SUS5°" 8^''^^ °" positive ; nous nonunerons cette quantité différence 
fue. * caractéristiijue, 

fS^a^J^ 17. Lorsque la quantité ;J* — «estnulle,ouqu'onaj4'=a, S 
tST *" devient infini, puisque h ^ Ty ~{ ; h le devient aussi, mais d'un 
ordre inférieur à A A , et l'équation (D) se change en a = — \h 
rfc ; A = Joo ±i 00, Ce cas comprend évidemment celui où i= o 
et a ^ o, c'est-à-dire celui où les deipc tèrm.es/2a:'etix^ man- 
quent dans l'équation (A), 

Ainsi il se présente ici pour x deux valeurs , dontl'uue est nulle 
et l'autre infinie j mais il peut se iaire que la première ne soit 
pas vraiment nulle , mais soit une quantité finie qui auroit dis- 
paru par l'introduction de l'infini dans l'équation (D), laquelle 
introduction a fait négliger le terme k auprès du terme A". Pour 
s'assurer si une pareille valeur existe réellement, il faut, d'a-r 
près l'hypothèse de \h' — 0=0, supprimer dans l'équatioA (C) 
le terme (ji* — o) *', et poser l'équation 

G*"— /)"-+-;<!*— ^- = 0! 

d'où on tire . • . a; = — J |jj^}," 

Dincticm Et Cette valeur de x correspondra an pointo, fleures 3 ef 4! 
i"nii"°f k la courbe , à partir de ce point , aura deux branches infinies , qui 
çou-k.to.» s'étendront ou du côté de bc,fig.i, ou du côté de H c!,fig. 4, 
suivant que les valeurs imaginaires de y correspondront à des 
valeurs plus petites ou plus grandes que AB. On voit en effet 
queror&>nnee Bo est tangente àla courbe , puisqu'elle la coupe 
*n deux points infiniment près, et que, dans le cas dont nom | 

parlons, où \b' = a, l'équation (B) devient v^uuy n. 
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- j'=— Kiœ-+- c)±v/ (-;*«— /)^-^;«'—^- ' 

Et ainsi la valeur de X satisfaisant à (îic — f)x =-^( î'''~~g)> 

ou à* = "lltZ/^ , indique le point qui sépare toutes les valeurs 

imaginaires dey de toutesles valeurs réelles de ce mèmey . Si donc 

unevaleur quelconque dea:plusgrande que?^=;ir? est'imaginaire , 

la courbe se rapporte à lu figure ^, et, dans le css contraire , elle 

se rapporte à h. figure 3. 

■ Il peut arriver, outre la condition ' J" = a, qu'on ait en- cirçmiunr. 

1 F ^ i 1 1 1 ) - ^ J 1 OÙ elle devieut 

core -bc=f;et, dans ce cas, la valeur de a; qu on vient de don- uneiigw 
ner, seroit infinie, c'est-à-dire que le point a seroit infiniment ■""'"' 
éloigné du point F ; mais alors l'équation (B) se change en 

a^-^ — i{bx-)r-c}.±f/\c' — g, 

et la courbe exprimée par cette équation n'est autre chose que 
le système de deux lignes droites parallèles à la ligne FH. 

L'équation ;ic ri/subsistant, si les termes ax' -t- bxr man- 
quent dans l'équation a, c'est Jk-dire qu'on aita = oeta = o, 
la condition \bc =f, qui donne o = Y > rend c infinie. Mais on 
e vu, art. la, que AF ^ ^: donc,danscecas,nonseulement 
le point a est infiniment éloigné du point F, mais de plus, le 
pomt ~P est infiniment éloigné du point A. 

i8. Il faut bien prendre garde que tout ce que nous avons dit 
dans l'art, précédent suppose essentiellement qu'un des deux 
quarrés yets^A l'unité pour coefficient , ce qui n'auroit pas lieu 
si lequarré y manquoit ou avoit un coefficient égal a zéro, 
le terme xy subsistant Nous verrons bientôt la construction de 
ce dernier cas. 

19. Dans le cas où la différence J A' — a n'est pas nulle, la ^Ce. oui, dit 
ligne AH a généralement deux intersections avec la courbe, 'à téri«tqu^'^'î 
moins que l'équation (D) ne soit imaginaire, cas que nous exa- mS!it,' ''"" 
minerons bientôt. f""" '''^'"" 

.... . eecuon quiont 

Observons d abord que les deux points d intersection sont à Jjj" J™ ^ 
égales distances d'un troisième point intermédiaire qu'on trouve 5"» peLeil,», 
en feisant x = ^\h, puisque c'est de chaque côté de l'extré- '""'^'^ 
mité de cette distance — {h qu'il faut porter la quantité radi- 
cale ± y/ ;/tA — k pour avoir les deux points cherchés d'in- 
tersection. Ainsi les racines de r«quation (D) étant supposées 
positives, il ïa.Ml, figure 5 et 6, prendre sur l'axe AX une par- 
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tie AC.= T-|ô = ' 

lés parties égales CB et CB' = \/ \hh — h, et menant par les 
pointsB, C, B'des paraUelesà l'axe AY, ces parallèles rencontre- 
ront la ligne FH"aux points oa', qui seroiit ceux où la courbe 
coupe la ligné FH, et au point O placé à égale distance des deus 
précédents, 
■loiPdw'!» ■*°* C'est ici le lien d'observer que si on mené une parftlleler^ 
conaaumetro à ûfl', ct qu'on fassc OÔ* =3= 9, on aura AM = "HM.rt: HA, Nous 
îîri. SS. avons™, art. 14, (çieim=^/ Çib'^a)x'-+-({bc—f)x-h\c'—g; 
«n.<à.ir. et comme HA:=00' = <7,onaAM=±o-H 

oont'on Tient . ' " > 

■^ff"'- v' (;*' — a)^ -H (i*c — /) a;-+- ; c' — g-'. 

Dn peut, au moyen de cette expression, connoitre les point» 
p correspondants aux points d'intersection r et £ da la ligne rt 
avec la courbe; car AM étantçénéralcmentla distance de cette 
lij^ne rt !t la courbei prise parallèlement à A Y , on anxa les points 
4 intersection r et ( en faisant la distance &M = o. 

Egalant donc à zéro la valeur de À M trouvée ci-dessiis, faisant 
i j'.'~^ = h et '''j.^!^7' = *'» on trouve, pour déterminer A/;, ; 

oc = — . jA ± \/ \h,h, ^— a. Ainsi, portant une distance AC = 
/— 5A et de part et d'autre du point C Jos distances Qp == 
\/ '-hh — k, on aura les points p. 

La ligne CO partage donc rt en deux parties égales; et 
commela quantité 00=^ <j peut être quelconque, il s'en suit 
que la ligne CO partage en deux parties égales toutes les pa- 
rallèles à aal terminées de part et d'autre a la courbe : cette 
ligne CO est donc aussi un' diamètre commela ligne FH. 

21 . Pour trouver les points d'intersection a" , a'" de ce diamètre 
avec la courbe , il faut , dans l'équation (B) , supposer x =* 
^Ç = — « ^ 'V1~J'» » *' cette équation deviendra 



y^;tA-;c±v^ -»|>-'>- ^,,.-^ 



ou (D')- • • • y = \bh — '-c± ^'^^Jp^h^IITy^—TÇ' 

• cu oS a j 22. On voit au premier aspect, que l'une ou l'autre des équa- 

".''•■ i«tm«;- tiens (D)et (D')estnécessairement imaginaire si|i* — a estime 

«*i- ""*" quantité positive : l'équation (D) tombe dans ce cas lorsque -,hh 

— i est une quantité négative, et dans le^ cas contraire c'est 

l'équation (D') qui est imaginaire, " ■ 

' liOisque ^8 
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■ a3. Lorsque ;i* — a est une quantité négative» les équations 
(D) et (D') sont ou toutes deux réelles ou toutes deux ima- 
ginaires. 

Le point d'intersection O des deux diamètres se nomme le CtetrBa.Tk 
«entre de la courbe j ce point se trouve à rextrémité de la lifine wmi^uol» 
CO := ^bh — ic = la partie qui précède le radical dansl'é- 
«juation (D') , sur laquelle on doit porter de part et d'autre du 
point Olesparties égalesOa", Oa'" telles qu'on aitOa"= Oa'"= 

i/ — •JjÂ" — k \ \-,b'^a î- = là quantité radicale de l'équa- 
tion (U). 

Il est aisé de vérifier, par une autre considération, la valeur 
de CO; car CO = C^ -+- gO = AF -t- (^O = AF -t- FG X 
tang. GFH; or AF = — {c et tang. GFH — — {b, att (i2)> 
de fim»G:m>AG = — ^i, art (19) ; donc CO = jêA — Je. 

24- Il peut sefaire qu'on aitO o' = BC; et pour connoîtreles ^_ ^'"'J,* 
cas où cette propriété aura lieu, il iàut égaler les radicaux des nfC./p™- 
^quations(D) et (D'), qui, comme on sait, sont les valeurs de ï",'iS'i»»t^ 
BC et Oa". Il résultera de cette égalité o — Ji' = 1, équation '^Z'J'ia 
de condition pour que les deux lignes BB' et a" a" soient égales. *™;™' "^ 

25. Engénéralon a ^ = \/ — fi^'— ^)(7*'— ") = y/ ^ ;"^ w'^f^ià; 

On voit que, lorsque a = o ou que le terme ax' manque dans 
i'éqnation (A), le terme Jay subsistant, le rapport ^, c'est- 
à-dire l'une de ces deux lignes devient imaginaire; "il en est 
ide même si a — -,b' est une quantité négative': nous examine- 
rons bientôt ces deux cas. 

Lorsque BC devient infini par rapport à Oa", la courbe de 
la (fie. 5 ) devient celle de la (fig. 3). 

a^ Les lignes Ba et B'«' sont tangentes à la courbe; car, ar- Tui{mi„ 1 
ticle (14), toutes les parallèles à AY coupant la courbe en deux pe"i"" ju. 
points placés symmétriquement par rapport à FHeu également iTiûS'dïn 
(distants de cette ligne , celles de ces parallèles qui ne rencontre- '"'"• 
ront la courbe qu en un point lui seront nécessairement tan- 
gentes. 

ayt Lorsque i est infini , comme dans le cas de l'article (17), e> .p. .1,. 
le point C est infinimeat distant d» point A, et il en est de iX^^TZ'. 
même du point O par rapport au point F : la courbe dont il est ,'^';i j"*;^; 
ici question, peut donc alorsêtrecoasidéréecommerencontrant «i"" 
laligne FH (&. 4et 5) eu deux points, dontl'nn est a eta été dé- 1 
•jern>inédaàsfarticlecité,etdontrautre est infiniment distant ^8 

B 
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dupoint F; ee qui s'accorde avec ce qu'on a dit à l'article (19)/ 

numî"»"" ■ 28. Si les valeurs deABetAB'(^ure 5) étoient toutes deux 

iM^^Sif" négatives, ou l'une positive et l'autre négative, les deux points 

B et B' se trouveroient outoiis les deux à gauche de l'axe AY, 

ou l'un à gauche et l'autre à droits : ces deux cas n'ont aucune 

difficulté. 

Diffirai.. 29. Les deux pcHrtions de courbe partant dès points a etcJ 

S.'u'^u ''■'loï peuvent, on venir à la rencontre l'une de l'autre, comme dans 

r'iUSS^'* (.fis- 5), ou marcher dans des sens opposés, comme dans 

,,„ «I nij.- îà (fig. 6) ; l'un ou l'autre de ces cas dépend du signe du coêft 

"" "" '""" ficient \b' — a de af dans l'équation (B). Si ce coefficient esl 

»°r"'Ll','"k négatif , comme le produit (Ji* — a) oi nejpeut pas changer 

JSSi ",V.Ï ^^. *'g"6' ce produit sera toujours soustractiKsous le radical : il 

«pMe&Di. suit de là qu en supposant les aï positîÊ, on parvien-dra- à une . 

valeur de a:, telle que le terme négatif (Jft' — a) x* surpassera 

ïa somme de tous les termes qui pourroient se trouver sous le 

radical, et que cet excèsauralieurjusqu'àJ'infîni positif; la même 

Fropriété aura lien du côté des x négatifs, et s'étendra jusqu'à 
infini négatif. Donc il y aura- à droite et à gauche du point 
O des longueurs infinies , dans lesquelles / sera imaginairej 
donc il ne sera réel qu'entre les points a et d déterminés par 
l'éqnation (D) ou son identique l'équation (G), qui désigne que- 

Ç-fi'—a')x' = —{{\he — f)x-\-\e — g\y 

c'*esf-à-dîre quiindique que la quantité négative (^i* — a) égale 
on est prête a surpasser le surplus des quantités- contenues sous 
le radicaL Les branches de la courbe ne pourront, donc point 
s'étendre à droite^du point d et à gauche du point fl, et elles 
seront nécessairemenli renfermées entre les ordonnées Bo et 
^d{fig.S,).■ ^ r 

Dm i< ■•• 3o. Le cas contraire aura lieu lorsqtie le coefficient ;6' — a 

Sllfb.'."™3 de 0^, dans l'équation B, sera positif; car, à partir des points 

' '''*"'■' ''; où l'équation ci-dessuS' 

(;ê" — o) x' =5 — t(.\ie — /) a'-Kjc"' — g-y 

aura lieu, c'est-àdire des points a et d {fis. 6), il y aura de» 
longueurs infinies à* droite de a' et à gauche de a-j dans lesquelles 
la. quantité positive {\b' — o) surpassera la somme de tous le» 
autres termes qui pourront se trouver sous le radical-; et cet- 
excès aura évidemment lieu, quel que soit le signe de a:, puis- 
que a>' étant toujours positif , le produit de ce quarrp par 1« 
coefficient jfr* — a, supposé positif, conservera toujours le même jg[c; 
ciguë. ^ o 
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34 . Le cas où la quantité qui est sous le radical dans l'éijuation 
CD) se trouve nulle , c'est-à-dire où on a j hh = k , réduit cette m',^ti 

, ' , . » deox ligne» 

«quation a dreij». 

œ = — {h. 

'Ainsi la couAe coupe le diamètre en un seul point. 

La condition j A A = 4 donne , en substituait pour hetk leurj 
valeurs, 

iCette condition peut avoir lie.ù lorsque h = p et S = O/ 
-c'est-à-dire lorsque ibc — /= o et Je' — g = o : dans ce cas 
Viquation (B) devien,t ' 

y = ^ \{bx A- e) ± x\/ i^b' — a). 

Ce qui indique que les deux branches de la courbe deviennent 
lieux ttgoea «h«ites qui j«.rfiacoatrent au point F, puisqu'à ce 
point a? = o et j^ :^ — \c. 

32. L'espace ao'(^g^. 6.), correspondant aux ^imaginaires, „P5;'j,'™™ 
aura toujours Jieu lorsque la différence constante ;c' ^- g sera .«ond «*, »-. 
ijé^ativej .car on voit que \c^ — g étant négatif, Aie sera -aussi, twtïonMeoU 
puisque k = Yl~.i , \^' — "■ élaxit supposé positif; d'où il suit 

que l'équation (D) sera réelle, .puisque son radical sera 

y/ kh — ( — A) = y/ AA -+- k, et qu'ainsi les intej-sections a 

et o' auront lieu. 

On peut encore s*en rendre raison autrement , en considé- 
i;ant que, lorsque la partie constante du radical de l'équation 
{B) sera négative, il y aura une étendue finie depuis a: = o 
jusqu'à une certaine valeur positive ou négative de :», dans la- 
quelle la quantité qui est sous ce radical sera négative. 

33. Maisforsque^c^^^serapositif, \b^ — -arétantaussi,ilpourra 
se faire qu'aucuije valeur de a: "ne rende négative la somme des 
quantités contenues sous le radical de l'équation (B); car alors il 
pourra arriverque, lorsque la quantité j (4c — /") a;, qui est la 
seule qui puisse devenir négative , sera prête à surpasser la quan- 
tité positive je' — g, elle soit elle-même surpassée par la quan- 
tité toujours positive (ji" — o) a;% et qu'ainsi l'expression radi- 
cale ne puisse jamais devenir imaginaire. 

Pour connoStre dans quelles circonstances le cas dont nous 
parlons peutavoù' lieu,ilfavt observer que , puisque, par hypo- 
Uiese,le terme (J^bc — /") ai, supposé négatif, ne peut jamais dé- 
truire sous le radical de l'équation (B) la somme des autres ^^Ip 
tiermes qui est supposée positive; U n'y a aucune valeur de a; qui o 

Ba 
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puisse rendre égale à zéro la somme totale des termes confe» 
nus sous ce radical , c'est-à-dire que l'équation ( C ) 

(;i' — a) *' ■+■ (;Ac — f)x -+- jc' — g = o, 

composée dé ces termes, ne peut être égalée à zéro dans au- 
cune hypothèse de x. Les racines de cette équation sont donr 
imaginaires dans ce cas, et il n'y a sur la ligne FH aucun point 
quicoupela courbe j ce qui se reconnoîtra aisément lorsque, dan» 
1 équation (D), qui est la même que l'équation (C), on a;ura 
'-h' <k, bu plus exactement lorsque j h' — A sera une quantité 
négative. 

34. Cependantia première partie delà valeur dea; dans l'équa- 
tion (D) a toujours lieu, et ou peut toujours porter la quan- 
tité — ih, ou son égale ''{^Tj^" de F en O; la différence con- 
siste en ce que les parties Oa etOo' sont réelles dansies (fig. Set 6) 
et se portent sur la hgne FH, les intersections de la ligne CO 
avec la courbe étant imaginaires dans la (fîg- 6), et que, dans 
là(Jig. 7), ce senties intersections de la ligne FH avec la courbe 
qui sont imaginaires, celles de la ligne CO étant réelles, le tout 
dérivant de la condition que |i' — • a est une quantité positive; 
ce qui, ainsi qu'on l'a vu art. {aa), rend imaginaire une des 
deux équations (D) et (D'). 

35. Puisque, dans le cas de la(/îg. 7), FHne coupe jamais la 
courbe, que , d'un autre côté , la quantité qui est sous le radical de 
l'équation (B) étanttoujourspositive, /n'est jamais imaginaire, 
et qu'enfin les lignes HM égales à la quantité radicale dont nous 
venons de parler, ne sont jamais nulles; il est nécessaire que 
la courbe aitdeux branches coA, c*a'l/, qui s'étendent à l'iniini, 
tant du côté des x positives que de celui des x négatives. 

^0.0» 1. 36. Nousavonssupposé, dans tout ce quiprécede, qu'il y avoiC 
tWw.t'*Î4n» toujours deux valeurs de y correspondantes à une valeur quel- 
'ilK','™! 'V conque de x; mais si le quarré j' manquoit dans l'équation (A) , 
MDqu. le Jq terme xy subsistant alors, on auroit 

. JL . . . . J' 6x + c » 

effectuant la division indiquée par le a* membre de l'équation 



«Il 

dei indétermi- 

néraiconstruc Ji . . . . V = j— — - 

lioad^Ucour. •' ** + 

«lie eit de mé- 

r^ugnr précédente, on a 






/"K'^. . . . v ^c/ — «c -^s 

m les crcon- \,S^ )" ^ * J ' ïî" « _ , «e / hcf ~ a e' - gh^ , 

•uncei où Ift ; — ; — ~ X -i- TL — r = ■ ' t..;/ — -rrr — 

mctiriitiqua « _^ «c ^^ f 

«tpoaUive. * ^~*~i" t' , ,. r r^>O0lp 

07. Avant de construirecette équation , nous observerons que o 
la courbe qu'elle e;Eprime est de même nature que celle» 
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des {fig. 6 et 7); car si le quarré œ" eût manqué, au lieu du 
quarréy on auroit eu dans l'équation générale (A) , o = o, et 
la quantité \b' — «se seroit réduite à la quantité toujours po- 
sitive \h'. Or, comme on peut changer la dénomination de as 
en celle de r, et réciproquement, la courbe sera de la même 
espèce, quel que soit celui des quarrés r" ou x' qui manquent. 

38. Cependantcommeréquation(E')ïournitmatiereàdescont 
sidérations particulières, nous allons nous occuper de sa con- 
struction, pour laquelle il faut [fig. 8) porter sur l'axe A Y la 
partie AF= ^. — j; menant ensuite laligneFH,qui fasse avec 
FG un angle dont la tangente soît — j, et faisant AP = x, on: 
a^a PH = GP — GH = AF — GH = ^ — { — ^ ai. Il 
faudra donc, pour avoir le surplus de la valeur de j, porter 
i\a le prolongement de PH la longuetu: HM = '"^û^î^,''' 1' 
et on aura l'ordonnée PM = j- = ''''^i,~i°f^,f - -*-T — * — f ^• 

39. Lorsque a; = a, la ligne HM devient Va = '' ■ '^ ^ lt,~ '^' , 'L 
lorsque a;=: co, la ligne HM devient infiniment petite j ainsi la 
couroe ab se confond avec la ligne FH à une distance infinie; 
la seconde est donc une assymptote de la première. 

Considérons maintenant ce qui se passe du côté des x né^ 
gatives. Si on fait — bx = c, ovl — a; = -f , la distance HM da 
courbe ^ac à la ligne FH prolongée en o, devient iniiniej cette 
courbeadoncunesecondeassymptote,quiestlaparalleleXjSàAY, 

supposant AL ^ ^- Ainsi il y aurafune portion de courbé ren- 
fermée entre les lignes OS et OH qui seront ses assymptotes. 

Tant que la quantité — bx est plus petite que c, la distance* 
HM, ou sa valeur ''^~'^~^' conserve le même signe, qu'on 
suppose positif dans la [fig. 8), et doit se porter au-dessus de 
FHj lorsqu'au contraire — bx est plus grand que c, la distance 
MH devient négative , et doit se porter au-dessous de PH. Il y 
a donc une branche de courbe au-dessous de FH, séparée de la' 
branche de courbe que renferment les assymptotes SO etOH.- 
De plus, à l'instant où le changement de signe s'opère , c'est-à- 
dire à l'instant où — bx devient égal à c, fi quantité 



''w/,'l.f'' doit avoir le 



signe ±, puisqu'elle est dans un état ^glp 
l'un et à l'autre; elle doit donc 



où elle appartient également à 

appartenir aux deux branches de courbe au-dessus et au-dessous. 



ti éQVÂflOVS I-UTtiTSKUmiES 

de HO; et comme alors cette quantité devient infinie au-dessus 
de OH et exprime une assymptote OS à la branche de courbe 
cab, cette ligne SO doit être ésalement prolongée à l'infini 
au-dessous de HO, et dpvient i^jrmptote OS' à la branche 
inférieure a'b\ 

X étant toujours négative, si on la suppose infinie, la quan> 
tité ' ar^°^7»)' 1 "" 1^ distance de la ligne HO à la branche infé. 
rieure c'a'*', devient njille ; cette lig^e et cette courbe se renconr 
trent donc à l'infini du côté des négatives , et la prepiiere est 
assymptote de la seconde. 

Ainsi les deux branches de courbe ont pour assymptotes 

Communes les lignes S S' et S" S'", On voit que l'assymptote S S' 

doit se confondre avec l'^e AY, lorsqu'on aura AL = | = o , 

c'pst-à-dire lorsque Je terme cj manquera dans l'équation (A), 

bmnôSli''" 4-0, Si on mené les ordonnées QR et ^r à égales distances de 

l'»^ et '°u l'asymptote S S' , les parties interceptées t'Ret Ifr seront égales j 

ÎHÏuS/îic^pi'sque le dénominateur de la fraction '"'fl'^'^,f\ laquelle 

•/mpTotM.**^ fraction exprime ies distances fK, ^p; puisque cp dénomina? 

teur, disons-nous, a des variations proportionnelles aux variar 

tions de a: , et qu'au point L il est zéro , il doit donc avoir la 

même valeur ,d6 part et d'autre et à des distances égales du 

point )L, cette valeur ayant un signe différent suivant qu'elle 

est comptée à droite ou à gauche de la ligne S S' : les deux 

coMihpscab, c'a! b' sont donc égales et placées symmétriquement 

par rapport à leurs assymptotes SS', S"S''. 

Cu oii i« 4^* ïl peut se faire que pon se)ilement le quarré j-' manque 

S'ân'im ditns l'équation (A), mais que le quarré œ* manque aussi, le 

r^fiuiOon «i- terme xj subsistant, ce qui aura heu lorsque le coefficient a 

m.ni'. i/. sera supposé égal à zéro. Taisant donc a = o dans l'équation 

quarréi des /Ti \ 11 J * .. 

3.UX wéii,- (E; , elle devient 

Pour copstruire cette équation, il faut {fig. 9) porter la li- 
gne AP = — y, et mener par le point F la parallèle S" S'" à 
AX; nommant ensuite AP, x, menant P G parallèle k AY, et 
portant de G en M la longueur GM = î{i,7^% , on aura la quan- 
tité PM = CM - GP = GM - FA = ^^ - f 
■ 42. Si on fait dans la valeur de la distance GM = jïjz-^ji , 

» =ç as, et bx ^:::;rC,ladistaaceGMdeYiendranuIlsdans le prçi gic 
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toîer cas , et mfinie dans le secon_d; la courbe cô aura àéux assymp- 
totes, dont l'une estlaligneS"S'"et l'autreuneparaileleSS'à Aï 
|)assant à une distance OF ^^-j* On Voit que, lorsqu'on aura 

y= o et c = o, c'êst-à-dire lorsque les termes cy et/ic maïi- 
queront dans l'équation (A), les assymptotes SSf et S" S"' so 
confondront avecles axes AY et AX. 

Nous ne détaillons pas davantage cette propriété, parceque 
le raisonnement qui y conduit est absolument le même que 1» 
raisonnement analogue fait dans l'article précédent. On prou- 
vera en outre , par la même méthode suivie dans l'article 
cité, qu'il y a une seconde branche C'A* placée à l'opposé de Î6. 
branche cb. ayant les mêmes lignes pour assymptotes ^ égale 4 
cette branche cb et placée syiùraétriqùeHient par rapport aux 

flSpyn^p*ift^,^''<>T""^T"*^'' 

43. Tout ce qu'on a dit depuis ï'artîcle (2i6>rl'àuroit pas soiï ap^ 
pïication, si le terme afjr ne subsistoit pas toujours dans l'équa- 
tion; c'est ce terme en effet qui produit un diviseur variabfer 
dans les équations (E') et (ï"); et s ilmanquoit, les courbes ren- 
treroient dans lescâs des^y^. 3 âf JuiV. ); o^deviendroient des . 
lignes droites^ 

44. On auroît pu , au Heu de déduire fa vaTeur de ^ de' l'é- Cu «ft\ «y 
qttatïon (A), en déduire celle de a;, qui auroit été h"2îpi- aJj 

G. . . . o: = - i. i^Ht 1 y ii^h^-a) y:^W- ^o)y -h T^rS 

-j — "ê^' . ... 

'4^. On petit, au moyeti de cette équation, déterminer la po 
sitîon d'une ligne qui couperoit en deux parties égales toufea 
les lignes MM pajalleles à l'axe AX (^, lo) , et terminée^ 
de partet d'autreàlacourb'e,delamêmemanierequ'auiiiôyen 
del équation (B) on adéterminélapositiond'nneligne coupant 
•n deux parties égales toutes celles paraUetes èi l'axe AYettermv 
nées de part et d autre à la coviibe. ( yo/ea l'aHicU 1 2 et.siav. j 
, Cette ligne , qui coupe en deux les parallèles à âX, se dé^ 
termine en construisaût la quantité —-■'V*/' Je la même m» 
niere- qu'on a fait' art. (i2). Soit a KT cette l^ne (fig^ io)j 
•on auia AR = — ^^^etfangleformé parRT etparune parallefo 
à AT aura.^ pour tangeme; 

46. La parallèle VT à AX sera làngerile à l'a «lurbeaU point 
■.T, puisqu eUe la coupera en deuz poiots jifinimenl près j et . 
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c'est la même propriété déjà observée dans les lignes oB des 

ifig- 3, 4, Si etc). 

4y. Si le terme a:" inanquoit dans réquatioo (A), le produit 
fçy substituant l'équation (G), deviendroit 
(H)....x = ^^-1^^^', 

et se construiroit d'une manière analogue àl'équatîon (E). Le 
changement à faire à la (flg. 8) pour représenter cette conr 
■ struction consiste à rendre lassymptote S S' parallèle à l'axe AX, 
au lieu de la faire parallèle à AY, et à déterminer la posi- 
tion de S' S" par rapporta AY, auli«udela déterminer par rap- 
port à AX, 

48. Si les deux quarrés y et i* manquoient ensemble , le 
teriné xr subsistant, la construction se réduiroit évidemment 
ià celle de la ( &. 9), 
I., „ . '" !^9' "' '^''' ^^^ observer que les deux diamètres qu'on déterr 
uSm'taleàt mine d'après l'équation (G) ne sontpoint les mêmes qu'on déter- 
SuTOÏmoh" mined'après l'équation (A), puisque , dans ce dernier cas, un des 
"l'.î" i°° '1'''™®'''** **t parallèle à AY, et que, dans le cas de l'équation (G), 
un des diamètres est parallèle à AX , l'autre diamètre faisant 
dans les deux cas un angle particulier avec AX et AY. 
micipitaiv 5o. On voit, par tout ce qui a été dit iusqu'à présent, qu9 
ma, rormi, Içs courbcs rcprÉsentées par I équation générale 

donnent Vif , - 

.[n.lion |<ni. v" -(- (ixf ■+■ b XV H- C V -H /* "(- j? = « 

Taicdua'OI, '^ ^ 

''"' sont susceptibles de trois formes très distinctes. La première 

forme, qui a lieU lorsque ji' = a est représentée par les (fi, 
^urei 3 et 4), ce sont deux branches ayant une origine commune 
au point a et s'étendant à l'infini du même côté : la seconde 
forme , qui a lieu lorsque la quantité \b' — a' est négative, est 
représentée par la {fig. 5 ) ; c'est un ovaje fermé ayant quatre 
parties réciproquement symmétriques : la troisième forme, -qui 
a lieu j soit lorsque j é' ^ o' est une qua ntité positive , soit lors- 
que l'un ou' l'autre des deux quarresy et a;* ou tous les deus 
ensemble manquent dans l'équation (A), est représentée par 

c(>ïf,'n'.r'™ les lignes 6, 7, 8 et 9; ce sont deux courbes sympiétriques et 

^'iSTS^ égales s'étendant à l'infini dans des sens opposés. 

•ité de n, Les trois courbes données par les sections d'un cône qu'on' 

noatier lijour ^ . . . . ' 



lei couHie, r. 
(nlunt«del'4- 
^Dation jéné- 
■ ni* ne peu. ' " i ' - 1 i 

d'"'*'.«,i!ïï rapporte aux assymptotçs; ces trois courbes, aispa$-aous, dont 

ceni^UH,, les 



>gle 
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lés équations sont évidemment des cas particuliers de l'équation 
(A) , oiFrent en outre toutes les forînes dont nous venons dô 
parler. On pourrpit donc conclure par analogie,- que l'éqna- 
tioB (4) n'est Autre chose qu'une énonciation généralisée de« 
quatre équations que nous venons de poser'; .cependant- il 
xaut le démontrer d'une manière plus rigoureuse. On parvien- 
droit aisément à .ce but par 4a méthode de la transposition 
•des axes; mais cette méthode n'est point assez directe en ce 
qu'elle suppose qu'on connoît d'avance quelle transposition 
doit donner les équations ci -dessus. Nous allons substifuer 
à cette méthode l'emploi d'un théorème qui oHre une propriété 
générale à toutes les courbes du second ordre, et indique une' 
propriété analogue dans les courbes de tous les ordres : nous 
satisferons ainsi à la double condition de trouver la démons- 
tration cherchée d'une manière simple et directe , et de décou- 
vrir aux commençants un point de vue très propre à étendre 
et à généraliser leurs idées. 

5i. Soit la courbe BCmM (/g-, ii), rapportée aux deux d„"îS; 
axes AY, AX, faisanl eiitre eux un angle quelconque, et ayant Kïfi.S'^! 
p^iur équatioix mum». 

y-f-ax' -+- ixy -t-'Cy ->-fx ■+■ g ==.«, 

qui est l'équation générale (A); les a; sont représentés par A?, 
et les y par les parallèles PM, Pm, à AY. 
li'équation précédente ordonnée par rapport à y devient 

j^-i-(^bx -t- c) y -*- iax' -i-fx-i- g^ =sf>. 

lit coëiBcient iii;-+-jcdu second terme est égal à la son\me PM -t-^ 
Pm des racines, et le troisième tetmsax' -i- fx )A- g est .égai à 
lerir produit PM X Pm •• on a doue 

«a? ->-/x -t- g = PM X Fm. 

Supposons que x — p et x —:■ g sonj les deux facteurs du 

(rinome a*" .-+- ^ -v f , on aura 

x'-h-^-t-.t = (x — p)(x — ti), 

on^PM X P.w = (» — p) (^ — ?) (R). 

Mais Jotsque X=^ o, l'équation (A) se réduit à 

ax^-^/x^g=o, o„,„,,,,GoOQle 

0U(« — p){oo — q) =0. ^ 

C 
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Donc les Valeurs de as sont dans ce cas x^nzp &t dJssa ^/maî* 
on voit dans la fîgure, que^ ou PM ±x: o répond âfux valeurs 
AB et AC de x ou de AP; donc AB =: o et AG =« «; donc 
a: ^;> = AP — AB =:PB et a: — o =- AP — AG=»PG. Ces- 
Taleurs substituées dans ré^uation K, donnent 

^ PM X Pm ==. PB X PQ 

4'oii on déduit ^^^ =:«,... (H). - 

L'équation (AJ, de laquelle eelle-ci est déduite, n^étant îi- 

jmtce par aucune condition particulière , il ea résulte cette 

propriété ffénérale à toutes les courbe» qui se rapportent à l'é^ 

quation (Â). 

ThéorfiM 52. Si une ligne droite rencontrant une ligne au second or* 

pmpiiiré giné- drç BU dçux poîiits est elle-même coupée par plusieurs- lignes droites^ 

Aait^^"^ parallèles , qui chacune rencontrent a>ussi h. Hgne au second or* 

^r dre en deux points, le rectangk de la partie de la prenuere ligne 

droite comprise entre une quelconque des lignes parallèles et une 

. branche de la cqurbcf parla partleaboutissanteduméntepoint d'iit^ ■ 

tersection à l'autre branche ^ sera toujours en raison constante 

au rectangle de deux parties de la parathkj prises de la même- 

manière. 

ntibMtat 53 Qq théorème qui, pour le dire en passant, est un cas parti- 

Vint conTen». cuher O uu théoreme pJais .gênerai applicable a toutes les cour- 

iend'.'".l«'iu "bes algébriques (>), nous fournit un moyen fort sàsé de trou- 

^M d«^™i "ver les équations des courbes représentées par lei(fig. 3, 4j 5> 

ÏMgrïrurar. 6, 7), rapportées à leurs diamètres, qui peuvent toujours ^tredé- 

monirerqDeiM tcrminés d'aorès ce qui a été dit art. (i5 etsuiv. ), 

Mm«*'dl iV. Dans les( fig. 3et 4)lediametre FHrencontre la courbe enuiï 

3"uX ifôtl point a et en unautre point inimimenftdistant de celui-ci, comme" 

î^i ê"r* ''^« ^^ ^ ^^ ^^^' ( 1 7 et 27) ;de phisles lignesHM, r j, etc. parallèles A Y, 

MDi.iu^''"" sont égales de part et d'autre de FH: les quotients J^^^^ de ré- 

quation (H) deviennent donc ici j^"" ^ 1 ^^^'^^ ^etc. , lesquels 



{ 1 ) n est bien BÎié dcTioirque la marche de-Iarl^moiWfrah'crh de r«t. £îft)-s«K>ifhmêmr 

Ïour l'équation générale du 3" ordre cfue pour celle du a'; le terme o^' -h/x +^deTifi»- 
Toilax -t-/i'H- fx + A,dontlesfacteursserolent(ar — p) (* — ^)(«— /).'*â»»l«^if- 
fôrence avec le cas dont il s'agit dans le texte , consisteroit seulement en ce^u'il y aurait trois 
intersections au lieu dç deux, et qu« 1^ lanpprJ coUsUiut, «u^lini d'élre celui de deux pro- 
duits de deux dimensions chacun , serait c6mi de deux produits de Uois dimewions chacun , 
et uoil lie suite pour les ét^uatioi» deserdivs-Kip^ncum. 
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son ttous égaux «ntra eux, 4'apj'ès J'article préc«4ent^ ce qui 
donne hM' •= ^7 IIa-'ain«ilescourb9sr«préaeptée»p^JLej(^^. J 
et 4), qui satisfont à l'équation générale (A) lorsque '-b'-^a, 
sont des paraboles. 

Dans là (fig. 5), ayant déterminé aa! et n'a" 4'après Ie5 art» 

(i9etai),etfaisantoO=' et Oa" =;, on aur(i 

u™u.i — ùfT<i'' ~'- ^' °" ^"' "** " *"' **** "^ '' S"» •'""' 
Ho' =p — y, et l'équation précédente donnera ^-yxlrHii '^ ??> 
ou zz == îj («(< — (/■) : donclacourbereprésentéeparla(_/^.5), 

qui satisfait i l'équation (A) lorsque jA" — a est une quantité né^ 
gative, est une ellipse. 

Dans la {fig. 6) on a h^aJ = constante 1 01 ea poU toa- 
jours supposer que cette constante est égale au rapport du quarré 
de a! a à une surface qui, dans chaque cas, a une valeur déter- 
minée, que nous nommerons ijif : faisons aa! ^ p, o'H = j», 
HM = «, nous aurons «H = p -+- y, et l'équation deviendra 

TîfTl^, = ^ on zz m il (/)C *■**), équation il'hypmr- 
bolo. 

Dans la (fig. 7), si on fait attention, d'après ce qui a été 
dimontré art. (20) , que la ligne CO coape en deux parties 
égales toutes les parallèles rf à la ligne FH, on trouvera entre 
rO', a" O', a" a"' et une cohstanteç'^lamêmeéquationque ci-dessus. 

Ainsi les courbes représentées par les (fig- 6 et 7) sont des 
hyperboles , qui satisfont à l'équation (A) lorsque la quantité 
; 0' — a est positive. 

Les courbes représentées par les (fig. 8 et 9) sont, comme on 
l'a vu art. (37), de la même espèce que celles représentées par 
les(fig.6 et 7)j on peut d'ailleurs s'enassureràlinspectiondes 
équations (E') et (F). En effet, onavuart. (38 et 41), que les or- 
données HM à l'assymptote avoient une valeur de la forme 

^'^ "^ t„*. . 1 A étant une constante, nommons m le rapport 
du rayon au cosinus de l'angle GFH, qui 'est celui d'une lon- 
gueur prise sur S" S'", à la longueur correspondante prise surAXj 
«es deux longueurs étant renfermées entre deux parallèles à 

AY.LayalettrdeHMpouiTa5echangerenHM=- j /"" .\ l irait 

Ca ■ " 



or a; ^Ï|=IP, puisque, art. (3'9 et4a),AI.=y; donc 7» (.+ 0^m! 
OH ; donc l'équation HM = . ."^ \ , ouUMxmh+ÇÙ? 

^ A, exprime la i;elation.entœHM etOH: mais faisant HM=]^ 
et OH = m (-+ i) = (>, on a vz^^ " A, équation à l'hyper- 
. bole rapportée à ses assymptotes. 

Onvoit que m = i dans le «as de la (Jlg. 9). 
.kS'Kî^ 54. Usera bien facile, au moyen- de ce qu'on vient de dé- 
Mniciion Je, moutrcr ,.. de construire Jés courbes données par une équation 
.]ue> Tim\- indéterminée quelconque du a* desré- 

Mntsi dei (lit *■ " 

serais du l» 

Foiidordri. Ccttc construction exigera d'abord des opérations communes 
à totis les cas , hors ceux des ( fig. 8 et^ ) , savoir , 1 °. de porter sur 
■l'axe des)' la longueur AF= — î^c^a". de mener une ligne FH, fai- 
sant avec une parallèle tg à l'axe de œ un angle dont la tan- 
gente soit égale à — [b. {Voyez art. 12,). 



ou i 

positive j 

rés^ et ^ f ou tous les deux ensemble manquent dans l'équl- 
tion, le terme'd^^ subsistant. 
j.iV"'*"*' 55. Premier çat, lorsque « — ;i"'= oporfe (Jîg. i e^4) sur 

Faxe des a;, la ligne AB = f ~J!*^ , art. ( 17). Menez par le point 
B une parallèle â AT, qui rencontre la ligne FHen »,'cepoint<i 
serarorigine d'une parabole, qui aura FH pour diamètre , et dont 
lèsordonnées à ce diamètre seront parallèles àBo. Une s'agira^ 
pour déterminer le paramètre, que de calculer une ordonnée" 
HM au moyen de l'équation 

HM = v/ abc —f) X AV H- Je- —g. . . .art: (14); 
et le paramètre ekerclié sera = S' = ^'\j-ovb. _ 
*i're'^luî!ir' 56. J}euœîeme çasy lorsque a — jè* est urie quantité positivé.^ 
;ii*ÏÏ'^Faites-i^=Aetf:=^ = A,- portez {J!g. 5) sur l'axe AX 
la ligne AC= — jA, et de chaque côté du point C les parties 
égales CB = CB? = y/ ; AA — k, art. (17 et 19)', par lespoints 
B,C et B', même des paiallteles- à AY, qui rencontreront la ^q\p 
ligne FH en o, O et a'/ portez ensuite sur la ligne OC la IoU' o 



i.li7pffr. 
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Éùéur Oa" = ^ (jAA — h) (a — ;é*); enfin décrivez une el- 
lipse qui ait a'o pour premier diamètre et «'" «"pour second dia- 
mètre, art. (19 etai). 

L'ellipse sera un cercle, lorsque la ligne FH se confondra 
avec la ligne FG, ce qui, art. (la), suppose 4 = o^. et que de 
plus (art. 24} on aura ^^= 1 / oiï a = ». 

57, Troisième cas, lorsque a — \b'est: urie quantité négatîye. '•"'•Vi 
Portez (fig. 6 et 7) sur 1 axe AX Ia>ligne AC = — {h ayant i '..""E 
la même valeur que ci-dessus : cela fait , si le radical y/ jAA — k 
est réel , portez-en la valeur {fig. 6) en CB et CB' et par 
les points B, C et B' même des parallèles à AY, qui rencon- 
treront la ligne FH et a, a' et O ; et ces points seront les sommets 
et le centre d'une hypetbole dont on trouvera le second dia-- 
mètre a" a"* de la nmniere suivante. 

Menons la ligne Aa'^ parallèle à AX , supposons le point cj *f<tiio«i« 
infiniment éloigné du point A, et menons Ferdonnée infinie ^^c^i^it» 
ç'^c", l'assymptote S S' étant supposée tracée, les points c' et S' se i^!"t^. 
confondront, et le rapport des lignes a'o, çS' serale même que cour*Le*'"o« 
celui deslignes A9' etefS, puisqu'on peutnégliger iciles distances »•!■»•>■=■! ii 
«' B' et a' A. Regardant donc o'ç comme x et ijd = «S' comme 5'.™™' m 
y, l'équation (B) devient, dans l'hypothiese de as infinie, '".5,""!^°,. 



^ = ^ ± V/ (^A- - a) ai- = t: ± x\/ib'-a, ""Sr,ù 

en cbtngci 

là ligne fc'= tS' étant , d'après ce qui a été dit art (14), égale u r£a.'° 
« y^ ; è* — a. 

Supposons tracées paralfèlemént à CO la ligne a'y,' qui se 
termine â l'assymptote , nous aurons les triangles semblables 
pa'», ci!<jt, Oa'y", a' tS, qui donneront 

O a' ; a' ; ; : a'« ; a'^;' 

Oa' :«'* :: a'/ : ts-. 

4'oùon tiré a'9 ; tS? : : a'» : e'/= î^^j^=B'C X f^^mais 
B'C = y/^— A,f »= œ v/;*" — a, a'^ est pris pour œ et a'/ 

est, par la propriété dé rhyperbole, égal au demi second dia- 
.metre O a"; donc . 



Ga" = ^(^-A)(ii-a>. 
On voit que l'expression du demi second diamètre n'est autre^3 'C 



chOM qse 1a Tsleni imaginaire dont où « parlé art (aa et a5), 
-danslequel^A a «enlement changé ]e sigB« delà quantité qui est 
sous le radical. 

■ LesdeaxdiamelresderhyperbBlBétant trouvés, cette courbe 
«it làcilo à «Distraire. 

Si le radical \/ \Ah *— . A, au lieu d'4tre réel comme nous Te- 
nons de le supposer, est imaginaire , menez 0?^. 7) par le point 
C une parallèle à AY; portez sur cette ligne la longueur CO = 
JiA — ;c, art. (21 ), et dé chaque côté du point O les langueurs 

égales Ob', O*" = ^/(^ — A) (a — ^), qui sera nécessaire- 
ment réelle, puisque chacun des làcteurs qui sont sous le ra- 
dical est supposé négatif. 

' La ligne s'a' sera le premier diamètre d'une hyperbole dont 
O sera le centre. OntrouTera^ ensuivantla même marche, que 

ci-devant le demi second diamètre Oo =^ y/ k — ;AA;au moyen 
de quoi l'hyperbole se construira aisément. 
■*■*". i>r- 5o. Quatrième cas florsqueVun destjuàrrés yets^ ou tous les . 
r>nt' i "Sp deux ensemble manquent dans l'équation , le terme cejr subsistant, 
■j»pioi«. gj ^.g^|. y, ^ manque seul , portez (fig, 8) sur l'axe AY la lon- 
gueur AF == ^ — j; menez FG parallèle i-AX,«« ensuite F H, 
faisant avec FG un angle dont la tangente soit égale à — J; me'- 
Burez sur AX une longueur AL = ■ — |; par le point L menez 
6LS' parallèle à AY, elles lignes SOS', S"OS'" seront les essymp- 
totes de l'hyperbole à construire. 

Pour déterminer l'extrémité d du premier diamètre , il faut 
chercher le point r tel que, menant rd parallèle à OS, on ait 
Or = ra', ce qui, d'après ce que nous ayons déniontré àl» 
fin de l'art. (53), donne 

Or == v/ ""^^'V''^^ - 
On a vu, art. cité, ce que c'étoit que m: si c'est *■ qui man- 
que seul, pour conserver à la construction précédente, on 
supposera quel'axedes x devientl'axe des /, et réciproquement, 
et ou changera les dénominations des indéterminées comme 
celles de leurs axes, ce qui est absolument indiiférent. 



AX. 



lequel on suppose m, = i ef » = 9, ou OH parallek-i .1 
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59. TouteslesconstractioBsqitenoas venoB»d«4oHner«ont ^^^^J^"^ 
déduites de l'équation unique (A) ; et cette seule considération t mSv». 
suffit pour faire pressentir que les courbes qui en résultent eut ^âù^?^ 
entre elles des rapports très intimes : nous pouvons mainte- ^^"jijîJJJJ 
nant faire un examen plus particulier de ces rapports. Le 4' cas ^^J^"'^i'^ 
de l'art, précédent donne la même courbe que le troisième; ainsi oouri». 
les caractères distinctifs des différentes courbes du a' ordre sont 
renfermés dans lestroispremierscas, et ces caractères distinctif» 
résident dans la quantité a — Je" donnée parles coefficients des a" 

et3* termes de l'équation (A). Lorsque cette quantité estpositivev 
la courbe est une ellipse dont le premier diamètre est au second 
comme n ; y/ a — Je' (art, aa), n étant une constante dépeny 
dante de l'angleGFH. Ainsi ce premier diamètre s'alonge d'au- 
tant plus que 'zb^ s'approche d'être égal à a; et il devient infînï 
lorsque cette égalité a lieu. On a vu que dans ce cas la coiu'be" 
est une parabole. Lorsqu'eniin a est surpassé par j i", le premier 
diamètre , d'infini qu'il étoit , devient négatif, ainsi que cela doiÉ 
être , puisque toute quantité doit passer par zéro ou par l'inlinï 
pour devenir de positive négative, et la courbe devient alors une 
hyperbole. I^a valeur du second diamètre prend une forme ima* 

f inaire ; mais cette forme indique seulement,^ ainsi qu'oDÉ 
a déjà observé , qu'on ne peut pas le porter du nïême côte que 
pour l'ellipse et l'hyperbofe ; et les mêmes quantités qui se trou-- 
vent sous le radical donnent, en changeant leur signe, la va- 
leur d'une ligne qui doit être portée dit côté opposé et entre 
les deux sommets de la courbe, laquelle ligne tient lieu du se- 
cond diamètre. 

On voit donc que l'ellipse, la parabole et l'hyperbole peu- 
vent, sous un certain aspect, être considérées comme les mo-f 
diiications d'une même courbe : la parabole , qui est une ellipse 
infiniment alongée, doit être regardée comme l'état de pas- 
sage, la nuance intermédiaire entre l'ellipse et l'hyperbole; et 
comme l'ellipse, pour se changer ainsi en hyperbole, a passé* 
par l'infini , certaines lignes d'où sa forme dépend doivent de- 
venir de positives négatives, en sorte que les deux sommets pla- 
ces aux extrémités du diamètre se présentent leur convexité 
au lieu de leur concavité, et que les branches qui, dans l'el- 
lipse , vont se réunir à l'extrémité du petit diamètre , s'en éloi- 
gnent au contraire de plus en plus dans l'hyperbole. 

60. On prétend quePascalavoitcomposéun traité desSections p^!",S tji 
coniques , où il les considéroit comme les modifications d'une «"ion, «ni. 
même courbe. Il est à présumer que sa manière de les envisa- 
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ger ayoit quelque chose de semblable à ce que nous venetu 
a'exposer, et qui a son principe tant dans l'équation général» 
du a' ordre que dans le. théorème démontré art. (35), qui^ 
ainsi qu'on l'a yu, se déduit de cette éqviatioi^. 
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•tutantes de l'équation générale du second ordre ne peuvent être que des sec- 
tions coniques. 

(54). Récapitulation de la construction des sections coniques résultantes de» 
^différents cas de l'équation générale du second ordre. 

(5â). Premier cas , parabole 

(,56). Deuxième cas , ellipse ; circonstance où l'tllîpse devient un cercle. 

(5r). Troisième cas, hyperbole rapportée à ses diamètres. 

Idem. Méthode pour déterminer le diamètre dont les ùitersecdons avec Itt 
courbe sont imaginaires ^ la valeur de ce diamètre est l'expression imaginaire 
relative aux intersections , rendue réelle en changeant le signe sous le radicaL 

(â8). Quatrième cas , hyperbole rapportée à ses assymptotes. 

(^9). Réflexions générales sur la manière d'envisager les sections conique» 
comme les différentes modifications d'une même courbe. 

(6o). Ouvrage de Pascal sur les sections coniques. 
Fin de la tahle des matière*. 
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CATALOGUE 

DES LIVRES DE MATHÉMATIQUES 
Çui se trouvent chez le même libraire , rue Dauphine N". 1 16. 



UssckipTior des moyens emplojés pour 
mesurer la base de Houuslow-Heat en An- 
gleterre ; avec une table de la dilatation des 
mëtaux : traduite de l'anglois , par M, de 
I^ny, inspecteur des ponts et chaussées, 
qui l'a augmenté d'un discours piéllmi- 
naire , et de deux autres tables d'une 
grande utilité , i^-4*'. grand papier , de 
rimprimene de Didot laluë, enrichie de 
belles gravures, br. 10 liv. 10 s. 

Exposition de la méthode qu'on a suivie dans 
les opérations trigonométriques destinées à 
fixer la situation respective des observa- 
toires royaux de Greenwich et de Paris; 
avec des observations sur la grandeur et la 
figure de la terre -, par le major William 
Roi , de la société royale de Londres : tra- 
duite de l'anglois j par M. de Frony , in'4°- 
broché. . 5 liv. 

Exposition d'une méthode pour construire les 
équations indéterminées qui se rapportent 
aux sections coniques, à l'usage de l'école 
des ponts et chaussées , par m. de Frony, 
iugénieur des ponts et chaussées, ïn-4<>.31. 

Description d'une nouvelle machine pour di- 
viser les instruments de mathématiques, 
parRamsden , publiée par M. de la Lande , 
pour &ire suite à la description des moyens 
employés pour mesurer la base de Houn* 
slow-Heat^ in-4°> grand papier, enrichie 
de belles gravures. 6 liv. 

.Tables portatives de logarithmes des nombres 
depuis I jusqu'àioa9(ïo,etc., édition revue 
par M. Callet , petit. in-8°. i5\. 



plusieurs problèmes ', ouvrage précédé dé 
ces calculs -, par M. Robillara le fils, iu-4''. 
avec3o pi. la L 

Œuvres philosophiques el mathémâti^es de 
s'Gravesande , 2 vol. in>4°. 24 1. 

Calcul des rentes viagères sur une et sur plu- 
sieurs tâtes, contenant la théorie comi 
plete de ces sortes de rentes et dn Ta- 
bles par lesquelles tout le mOnde peut voir 
ce qu'on doit d<Hmer de fente viagère, 
et combien une rente viagère doit être esti- 
mée suivant les diiTérents cas, par M,da 
Saint-Cyran, in-4''- 1779 ,br. fij. 

Eléments d'algèbre de Maclàurin , traduits 

JiarM.le Cozîc , in-4'>. avec j3pl, jal, 
ments d'algèbre de M. Sauuderson, tra- 
duits de l'anglois et augmehtës de re- 
marques, par M. de Joncourt , en deux vo- 
lumes in-4**- reliés en un , 18 Hr, , reliés 
en deux. 20 liv. 

Principes du calcul et de géométrie, ou élé- 
ments de mathématiques exposés d'un* ma- 
nière neuve et très facile , où l'on se pio- 
posede mettre le lecteur, en trois mois d'uns 
méthode suivie, à portée de s'occuper avec 
intelligence de tous les traités de mathé- 
matiques même les plus difficiles ; par 
M. l'abbé Para du Phanjas, avec de» 
planches, in-S"., nouvelle édition 1783. 

Abrégé du cours de màthémahquesircM'chré- 



tien Wolf, contenant l'arithmétique , l'aU 
gebre, la géométrie, la trigonométrie, 1» 
mécanique, l'hydrûsUtique, l'aérométrie , 

. ,. _ - - rhy<i"<iliq"e . l'optique , la catoptrique , 

,Traité analytique des sections conjques , fin- la perspecthe , la géographie , la chrono- 

xions et fluente», avec un traité de» qua- logîe, la guomonique , l'astronomie , la 
navi^tion , la fortification , l'aïuqué el 
la défense des places , l'arUlierie , les feux 
d'artifice et l'architecture , en 3 volumes 
ïn-S". enrichis de 69 pi. ' i(î liv. 

Nouveau cour» de mathénutfqna de Béli- 
dor,in-4'. ,81ir.' 

nouveau coursdemathématiqnes, contenant 
les éléments du calcul numérique et algé- 
brique et les éléments de la géométrie-'' 
par M. l'abW Plaid , a yol. jn-S". figures. 

13 I. 



I qua- 
dratures et un essai sur le mouvement ; par 
ITloçital , in-4''. avec rS planches. lal. 

Les infiniment Petits , du même ; nouvelle 
édition, revue et enrichie de notes très 
considérables ; par M. le Lefebvre , in-4'>. 
fie. 1781. 12 Hv. 

Idétnode des fluxions de Maclaurîn ; traduite 
de l'anglois, par le P. Pezenas , 2 vol. 
in-4". ;fig. 34 L 

Application de la géométrie et des calculs 
oifFéreatiel et intégral à U lésolutîon de 



Eléments généraux de mathéouti^ues; par 
Deidier, 2 volumes in-4°. 24 "■^• 

Li guide des jeunes mathématicieiu , traduit 
de l'anglois de Jean Ward , par Fezenas , 
ïn-8'. avec 16 pi. ' "/liv. 10 s. 

La science du calcul des grandeurs en géné- 
ral ^ ou kséléments de mathémitiques ; par 
leP.-Kepieau, a vol, in-4^ ae liv. 

Analjrse démontrée, ou la méthode de ré- 
soudre les problèmes de mathématiques et 
d'apprendre bellement les sciences; par le 
P. Heyneau , a vol. in-4''> ao lir. 

Traité élémentaire de mathématiques ; par M. 
le Moine d'Essoies , I Tol.in-8°.fig.rel.6I. 

Eléments de mathématiques , ou traité de la 
grandeur en général, contenant l'aridimé^ 
tique, l'algebre,etc.-, par L. B.Lamjjîn-ia. 
3 liv. 
Architecture hydraulique de Bélidor, 4vol. 
ja-4*'' rel. 100 I. 

Essai sur la construction la plus avanUgeuss 
des machines hydrauliques > par M, I^bre , 
in-4''- gT' pap> %- rel. iSl. 

Nouvelle architecture hydraulique , par M. de 
Prony , inspecteur des ponts et chaussées , 
4vol. 10-4". gr. p., belle édition, de 
Didot l'aîné , et enrichie d'environ 240 pi. ; 
le premier volume parott , prix broché 26 1, 

Il y en a quelques exemplaires enpapier vé~ 
lin d'Annonajr, premières épreuves; prix 
br. er^ carton. 60 Uf. 

Description des ponts de Neullly , de Mantes , 
d'Orléans et autres; des- projets du ca- 
nal de Bourgogne pour la communication 
des deux mers par Dijon , et de celui 
de la conduite des eaux de l'Yvette et 
de Bievre à Paris. Nouvelle édition corrigée 
et augmentée des ponts de Château-Thier- 
ry, de Brunoi, de Hosoi, dcsNonnettes, 
de BIcheret, de 1^ Newa, à Saint-Péters- 
bourg; et de plusieurs mémoires intéres- 
sants sur les éboulements, les pilots et 
pieux , les cintrements et décintrements ; 
par M. Perronet , i vol in-4''. , gr. p, , avec 
un volume de pi. forme d'Atlas , prix 90 1. 

« C€t ouvrage,Auni à la nouvelle Archicec- 
n ture hydraulique de M. de Prony , 
K formera un cours complet d'instruc- 
K dons relatives à la science de Vhydrau- 
a lique. 

V Les additions faites dans cette nouvelle 
« édition ont été imprimées séparément 
« pour les personnes qui Toudcontcomplé- 



« 1er la première éditioi în-fi>l. , prix 3fi 1. 

Nouveaux principes d'Hydraulique ; par M'. 

Bernard , directeur adjoint de l'observatoire 

royal de la mirine de Marseille, in-40. avec 

fig. , relié, de l'imprimerie de Didot l'atné. 

i5I. 

PtÏDcipes d'Hydraulique véri&éspar un grand 
nombre d'expériences &ites par ordre du 
gouvernement ; par M. Dubuat , a vol. 
m-S*. rel. 14 lîv. 

Description et usage du cercle de réâexion , 
avec k manière de calculer les observa- 
tions nautiques; par M. le chevalier de 
Borda , petit in^"- 1 ^- br. , de l'imprime- 
rie de Didot l'atné , 1 788. 4 1. 4 s. 

Traité de trignonométrie rectiligne et sphéri- 
que , contenant un grand nombre de for-^ 
mules nouvelles , avec des applications i 
la plus grande partie des problèmes de l'as- 
tronomie; par M. Cagnoli , de Vérone, 
în'4°. avecbgures, rel. i5 liv. 

Le rapporteur exact, à l'usage de ceux qui 
lèvent des plans au granhometre et de 
ceux qui s'occupent de la guomonique , 

Par M. Baudusson , arpenteur, in-i6 , d« 
imprimerie de Didot l'ainé. 1 1, 

Abrégé de la philosophie moderne , ou gram> 

maire des sciences philosophiques , traduit 

del'anglols, avec 32pl, , m-S". rel. 1790., 

ûliv. 

Théorie des-étres sensibles, ou cours complet 
dephysique;parM. l'abbé Para, 4 vol. iiv 
8°., nouvelle édition considérablement aug- 
mentée , rel. 38 1. 

Théorie des modernes découvertes en genre 
de physique et de chymie, par le même , 
pour faire suite au cours complet , uù vol. 
in-8°. reL 7 llr. 10 a. 

Nouveaux principes d'artillerie de M. Ben- 
jamin Rooios, commentés par Euler, în-8". 
de 55o pages , rel. 7 1, 

La perspective aérienne ; par M. de Saint- 
Morien , In-8°. br. 3 1. 

Lettres sur l'astronomie pratique, contenant 

' la manière de se servir des instruments 
d'astronomie , avec les tables nécessaires , 
in-S". br. 4 'ÏT. 

Calendrier usuel et pei^tuel , depuis l'an i 
jusqu'à l'anaaoo de J. G. ; nouveSe édition 
augmentée des phases de la lune , des 
écUpses de lune et de soleil , du nombre 
d'or et des épactes, en feuilles. 61. 

Daus un cadre d'or et Terre blanc. 18 liv. 
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